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AVERTISSEMENT. 


Le Cours de Mécanique que nous publions au- 
jourd’hui est la reproduction des Leçons faites par 
M. Sturm à l’École Polytechnique et à la Sorbonne. 
Il est composé d’après les feuilles autographiées de 
l’École, améliorées à l’aide des notes et des cahiers 
•de M. Sturm. L’ordre suivi dans l’exposition des 
matières est celui de l’ancien programme. Peu de 
temps avant sa mort, M. Sturm s’est expliqué fort 
nettement sur les raisons qui le portaient à séparer 
la théorie de l’équilibre de celle du mouvement. 
« Jusqu’à nos jours, disait-il, on a divisé la Méca- 
nique en deux parties distinctes, la Statique et la 
Dynamique. La première, emprunte à l’expérience 
la notion du point matériel et celle de la force, et 
*tvec cês deux seqls principes, elle s’achève comme 
une science purement géométrique. 

» La Dynamique se distingue de la Statique par 
l’introduction de plusieurs notions nouvelles, tout 
à fait étrangères à la Statique, telles que le mouve- 
ment, la masse, le temps. Dans l’ordre naturel, où 

Sturm , Mécanique, T. I. 

• y 

' *• ■ . A 
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VI AVERTISSEMENT. 

l’on passe du simple au composé, on doit donc 
commencer par la Statique. Mais nous avons changé 
tout cela, ou plutôt, on a changé tout cela. 

» Les conditions d’équilibre sont indépendantes 
, des idées de temps et de mouvement. 

» Il ne faut pas dire que le théorème des vitesses 
virtuelles est le principe de la Statique : il n’en est 
• que le résumé. Lft véritable principe est le théorème 
de la composition des forces. » 

/ v , - 

E. Prouhet. 






• * 
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DÉFINITIONS. FORCE. — EQUILIBRE. 

1 . Ou appelle corps ou matière tout ce qui aftecte nos 
sens d'une manière quelconque. 

Les corps sont composés de points matériels ou d 'atomes 
de dimensions insensibles. 

Un corps peut être en repos ou en mouvement. Nous 
■ne pouvons observer que des mouvements relatifs : tou- 
tefois on conçoit le repos et le mouvement absolus. 

2. Ou appelle force toute cause qui met un corps en 
mouvement ou qui tend à le mouvoir. 

3. Quand un point ou un système de points liés entre 
eux, sollicité par un système de forces, sc trouve dans le 

I i 
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COURS DE MÉCANIQUE. 

même état du repos ou de mouvement que si res forces 
n 'existaient pas, on dit que ce point ou le système de ces 
points est en équilibre. On voit qu’il n’est pas nécessaire 
pour cela que le système soit en repos : toutefois c’est à 
ce dernier cas que cette définition s’attache le plus ordi- 
nairement. 

COMPARAISON DES FORCES. 

4. Trois choses sont à considérer dans une force : son 
point d' application , sa direction et son intensité. 

5. On dit que deux forces sont égales quand, appli- 
quées à un même point, suivant la même direction cl en 
sens contraires, elles se fout équilibre. 

Si une force P' peut remplacer deux, trois, quatre, etc., 
forces égales à P, appliquées à un même point et dans le 
même sens, on dira que la force P' est égale à 2 P, à 
3 P, . ... De la notion d’une force multiple d’une autre, 
on s’élèvera à la notion de deux forces dans un rapport * 
quelconque. . * 

6. On démontre aisément, d’après les considérations 
précédentes, que le point d' application d’une force peut 
être transporté en un point quelconque de sa direction, 
pourvu que ce dernier point soit lié au premier d'une 
manière invariable . 

RÉSULTANTE DE PLUSIEURS FORCES. 

7. Quand une force unique peut faire équilibre à un 
nombre quelconque de forces appliquées à un système de 
points liés entre eux d’une manière invariable, on peut 
remplacer toutes ces forces par une seule force R égale 
et opposée à la première. I.a force R est dite la résul- 
tante des forces qu’elle remplace, qui en sont nommées 
les composantes. 

8. Un système de forces ne peut pas toujours être rem- 
placé par une seule force j mais quand cela a lieu, il 
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n’existe qu'une résultante. En eilel, si le même système 
admettait deux résultantes R et R', une force égale à R, 
appliquée suivaut la même direction et en sens contraire, 
devrait faire équilibre à la force R', ce qui est impossible 
si R' n’a pas la même grandeur que R, la même direction 
et le même sens. 

COMPOSITION DES FORCES DIRIGÉES SUIVANT LA MEME 
' DROITE. 

9. Si un certain nombre de forces sont appliquées sui- 
vant la même ligne droite, elles se composent en une 
seule, égale à l'excès de la somme de celles qui tirent 
• dans un sens, sur la somme de celles qui tirent dans 
Vautre sens, et cette résultante agit dans le sens des 
forces qui composent la plus grande somme. Eu d’autres 
termes, la grandeur et le sens de la résultante sont don- 
nés par la somme algébrique des forces, en regardant 
comme positives celles qui tirent dans un sens, et comme 
négatives celles qui tirent dans le sens opposé. 


RÈGLE DU PARALLÉLOGRAMME DES FORCES. 


Fin- 


ie. Si deux forces P et Q sont représentées en gran- 
deur et en, direct ion par les deux 
côtés contigus AB et AC du pa- 
rallélogramme ABCD, la résul- 
tante R de ces deux forces sera 
représentée en grandeur et eu 
direction par la diagonale AD 
de ce parallélogramme, en sorte que les composantes et 
la résultante peuvent être représentées par les trois côtés 



du triangle ABD. 

Pour démontrer ce théorème, nous commencerons par 
faire voir que la résultante est dirigée suivant la diago- 
nale AD, en nous appuyant sur le lemme suivaut : 

Soit un losange ABCD, de forme invariable : appliquons 
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aux points A cl C quatre forces égales dirigées suivant les • 
côtés AB, AL), CB, CD. On peut regarder comme évident 
que les forces égales appliquées 
en A donnent une résultante di- 
rigée suivant la bissectrice AC 
de l'angle 13AD, et que les forces 
appliquées eu C donnent une ré- 
sultante égale et directement opposée à la première. I.e 
système reste donc en équilibre sous l’action des quatre 
forces. 

L I : Cela posé, soit f une commune mesure aux forces 
L 1 et Q, et admettons, pour lixer les idées, que l’on ait 

P =4/, Q=3 /; 

partageons AB en 4 parties égales et AC en 3 parties égales 
entre elles et par conséquent 
égales aux premières. Menons 
EU , FI, G K. parallèles à AG, et 
MS, L!N parallèles à AB. 

Nous ne troublerons pas l’état 
du système en appliquant aux 
sommets I. et E, Met F, Cet G, H et B, Iet N, K et S des 
losanges LE, Ml*’, CG, IIB, IN, KS, et suivant les côtés de 
ecs losanges, des forces égales hf. Mais les forces égales et 
contraires appliquées aux extrémités des droites HE, IF, 
KG, MS, LN se détruisent. Donc il ne reste que 4 forces 
égales à ydirigées suivant CD, et 3 forces égales à f diri- 
gées suivant BD. Les quatre premières se composent en 
une seule égale à P, que l’on peut supposer appliquée au 
point D, et de même les trois autres donnent une résul- 
tante égale à Q et appliquée au même point I). 

Il résulte de là que le système des deux forces P et Q 
appliquées en A peut être remplacé par deux forces P et Q 
appliquées au point D. Donc la. résultante passe par le 
point D; mais elle passe déjà par le point A : donc elle 
est dirigée suivant AD. c. q. f. d. 



Kig. a. 



Digitized by Google 


PREMIÈRE LEÇON. 5 

Nous avons supposé que les forces P et Q étaient coin- 
mensurables entre elles; si elles étaient incommensu- 
rables, en employant un mode de raisonnement bien 
connu, on ferait voir que dans ce cas la résultante est 
encore dirigée suivant la diagonale AD l'S w) 

42. Après avoir trouvé la direction de la résultante, il 
reste à montrer que' sa grandeur est représentée par la 
longueur de la diagonale AD. 

Imaginons une force AE égale à la résultante inconnue 
p i(î r et dirigée suivant le pro- 

longement de la diagonale 
AD. Cette force fera équi- 
libre aux forces P etQ. Par 
conséquent la résultante des 
forces P et AE sera dirigée 
dans le prolongement AF 
de la droite AC. Or,' d’après le numéro précédent, cette 
direction doit être celle de la diagonale du parallélo- 
gramme AEFB. Donc les deux triangles AEF, DAC se- 
ront égaux comme ayant un côté égal ad jacent à deux an- 
gles égaux, savoir : EF = CD, puisque EF = AB = CD ; 
les angles AFE et ACD égaux comme alternes internes; 
les angles AEF et ADC égaux par la même raison. Donc 
AE = AD. Donc la diagonale représente bien l'intensité 
de la résultante. 



COMPOSITION DE PLUSIEURS FORCES CONCOÜRANTF.S. 

43. En parlant du théorème (10), il est facile d’obtenir 
Fi . la résultante d’un nombre quel- 

conque de forces appliquées en 
un même point. En effet, sup- 
posons qu’un certain nombre de 
forces P, P', P", P'", appliquées 
au point A, soient représentées 
en grandeur cl en direction par 
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les droites AH, AC, AD, AE. Les deux forces P et P' au- 
ront une résultante r représentée par la diagonale AL du 
parallélogramme ABLC. De même la diagonale AM du 
parallélogramme ALMD représentera la résultante r' des 
forcés r la résultante des forces P, P' cl P". 

Enfin, la diagonale AN représentera la résultante R de 
r' et de P'", c’est-à-dire la résultante des forces P. P', P" 
et P*. 

En réduisant la construction à sa partie essentielle, on 
voit que, si l'on décrit un contour polygonal dont les 
cotés successifs soient parallèles à la direction des forces 
P, P', P", etc., cl proportionnels à leur intensité, la 
droite qui Jermera le contour représentera en grandeur 
et en direction la résultante cherchée. 

I L Si le contour se ferme de lui-mènie, les forces P, . 
P', P", . . . , se feront équilibre, et réciproquement. 

15. Considérons en particulier le cas de trois forces 
X, Y, Z, représentées par les 
trois côtés contigus AB, AC, 
AD du parai lélipipède ABCDG. 

11 résulte de la construction pré- 
cédente que la résultante R de 
ccs trois forces est représentée 
par la diagonale AG de ce pa- 

* \ 

16. Réciproquement, on peut toujours décomposer une 
force R, dirigée suivant AG, et appliquée au point A, en 
trois autres dirigées suivant trois droites quelconques 
Ai, A y, As partant du point A et non situées dans un 
même plan ; car si l'on mène par le point G trois plans 
parallèles aux plans xy , xz,ys, on formera un parallé- 
lipipède et AG = R sera la résultante de trois forces X, 
Y, Z, représentées par les arêtes AB, AC, AD. 


Fig. r>. 



rallélipipède. 
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RELATIONS ENTRE UNE FORCE ET SES COMPOSANTES 
SUIVANT TROIS AXES RECTANGULAIRES. 

17. Dans le cas où les composantes sont perpendicu- 
laires entre elles, les lignes AB, AC, AD sont les projec- 
tions orthogonales de AG sur les trois axes Ai, A y, Az; -*• 
donc si l’on désigne par a , b, c les angles que la résultante 
fait avec les axes, on aura 

(i) X = Rcosn, Y = Rco’sè, Z = R cosc. 

.Ces relations font connaître immédiatement les compo- 
santcsX, Y, Z, quand R, a, b, c sont connus. Si, au con- 
traire, les forces X, Y, Z sont données, on pourra en 
déduire B, a, b, c. En effet, eu élevant au carré les équa- 
tions (i) et les ajoutant, on aura 

R 3 = X 3 4- Y 1 4- Z’, 


à cause de 

cos 3 a 4 - cos 3 b -t- cos 3 c = 

Il en résulte 


( 2 ) 

R = \/X ! 4- Y 3 4- Z% 

et, par suite, • 

1 x 

cos» = — 

l v X’ + Y 3 4-Z 3 

(3) 

< cos b — — — 

\/X 3 4- Y 3 4-Z 3 


! z 

^ cosc — - 


18. Les formules (i) sont générales, pourvu que, re- 
gardant comme positives les forces qui tirent le point 
A dans le sens des coordonnées positives, et par suite 
comme négatives celles qui tirent dans le sens contraire, 
on prenne pour a. b , c les angles que fait la direction 
de la résultante avec les parties positives des axes A.r, 
A j, As. 
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Pour s en convaincre, il suffit d examiner, par exemple, 


Fig. 



et il vient 


et 


le cas ou X et Y étant positives, 
Z serait négative. On voit, cii 
construisant le parallélipipède 
ABCI), que la résultante R fait 
avec A x et A y des angles aigus 
et avec A z un angle obtus; on 
a donc 

cosb^>o, cosc<o. 


X — R coso, Y = R cos b , 


- — Z = R cos (jr — c). 

Mais cette dernière égalité revient à 
Z = R cos c. 

Ainsi les formules (i) sont encore applicables dans ce 
cas. 
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DEUXIÈME LEÇON. 

<1 

SUITE DE LA COMPOSITION DES FORCES CONCOURANTES. 

t . , 

Calcul de la résultante d’un nombre quelconque de forces appliquées en 
un même point. — Conditions d’équilibre de plusieurs forces concou- 
rantes. - — Equilibre d'un point assujetti à demeurer sur une surface, — 
sur une coprbe. 


CALCUL UE LA RÉSULTANTE d’un NOMBRE QUELCONQUE 
DE FORCES APPLIQUÉES EN UN MEME POINT, 

19 . On raipène au cas de trois forces rectangulaires la 
composition d’un nombre quelconque de forces appliquées 
en un même point A. 

En effet, menons par ce point trois axes rectangulaires 
quelconques Ax, A y, A z. Soient a, ( 3 , y\ a', | 3 ', y ', . . 
les angles que les directions des forces P, P', P ff , . . . font 
avec les axes Ax, Ay, A z. 

Si l’on décompose la force P en trois autres dirigées 
suivant les axes, ccs composantes seront représentées, 
quant à la grandeur et au signe, par 

• P cos a , PcosS, P cos 7. 

Des expressions analogues représenteront les composantes 
tles forces P', P", . . . . En désignant par X, Y, Z les ré- 
sultantes des forcés dirigées suivant les axes, on aura 

, X — Pcosa -(- P' cosa'-l- P"cosa"-t- . . . , 

(1) < Y =' P cos p -f- P' cosji'-f- P" cos p" -H. . . , 

( Z = P cosy •+• P’ C0S7' •+• P" C0S7" -t- . . . . 

La question est doue ramenée à la composition de trois 
forces appliquées à angle droit eu un même point. E11 
appelant R la grandeur de la résultante, cl a, b , c les 
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angles qu'elle l’ait avec les axes, on aura (17) 

i R = v'X’-t- Y> -K Z 5 , \ 

(2) x , y z 

I cosfi = —1 cos a = —■> cosc = — • 

\ R R R 

20. L'intensité de la résultante ne dépend pas du choix 
des axes ou des angles ce, (3, y, a', j3', y ',- . . : il doit donc 
être possible de l’exprimer indépendamment de ces quan- 
tités. ‘ ■ 

E 11 effet, élevons au carré les équations (t) et ajou- 
tons-les. En observant que l’on a - 

X 3 + Y 1 -f- Z J = R 1 , 
eos’a -4- cos 5 p -t- cos 5 7 == 1 , 
cos 5 a' 4- cos 5 p' 4 - cos 5 7'= 1, 

il viendra 

R 5 — P 1 -|~ P' 5 4- P" 5 h 

4- 2 PP' (cos* cosa' 4- cos p cos p' 4 - C 0 S 7 cos 7 ') 4- .... 

Mais si l’on désigne par (P, P') I angle que l’ont entre 
elles les directions des forces P et P', on a 

cosa c.osx' 4 - cosjî cosp'4- COS7 COS7' = cos (P, P'). 

Par conséquent, on a 

j R 5 = P 5 4- P" 4- P' 5 4-... 

1 ' j 4- 2 PP'cos(P, P') 4- 2 PP" cos (P, P") 4- . . . 

formule où la grandeur de la résultante est exprimée en 
fonction des intensités des forces et des angles qu’elles 
lonl entre elles. 

Si l’on considère R., P, P', . . . comme les côtés d’un 
polygone, cette équation donnera la valeur d’un côté en 
fonction des autres côtés et des angles que ccs côtés font 
entre eux. 11 en résulte ce théorème : Le carré d'un côté 
/V un polygone est égal h la somme des carrés des autres 
côtés, plus deux fois la somme des produits de ccs der- 
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I 1 

mers cplés pris deux à (leux et multipliés par le cosinus 
de l'angle (juifs forment. 

21. Au lieu île décomposer, comme nous venons de le - 
faire, la force P en trois forces dirigées suivant les trois 
axes A. t, A y, A z, on peut la décomposer en deux forces 
agissant, l’une suivant Acr, et l’autre dans un plan z A y 
perpendiculaire à Ax. La composante suivant A.r est 
représentée en grandeur et en signe par Pcosa. On dit 
alors cjue P cosa représente la force P estimée suivant la 
direction Ax. Sous ce point de vue, les équations (i) don- 
nent lieu au théorème suivant : 

La résultante de plusieurs forces, estimée suivant un 
axe quelconque, est égale à la somme de ces forces esti- 
mées suivant le même axe. - 

CONDITIONS Il ÉQUILIBRE DE PLUSIEURS FORCES CONCOU- 
RANTES. 

t 

22. Pour que plusieurs forces appliquées à un même 
point se fassent équilibre, il faut que leur résultante soit 
nulle. Or, en conservant les mêmes notations que dans la 
question précédente, on a 

• R =£ v'X ! 4- Y’+ 7-, 

t » . 

• * • 

On devra donc avoir 

♦ fc ‘ 

X = o , Y = o , Z = o, . 

e’esl-à-dire 

I P cosa -t- P' cos«' -f- P" cosa" = o , 

P COS p -+- P' COS P' -t- P" COS P" -t- . . . = o , 

P cosy -t- P' cosy' -+- P" cosy" . . . = o, 

et réciproquement, si ces conditions sont remplies, il > 
aura équilibre, puisque la résultante sera nulle. 

23. Il est aisé de vérifier que, si ces conditions sont 
remplies, l’une quelconque des forces sci a égale et oppo- 
sée à la résultante de toutes les autres. 
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En eflét, désignons par IV la résultante des forces P', 

P", P w , . . . , et par a ', b c' les angles que cette résul- 
tante fait avec les axes; nous aurons 

R' cosn' = P' cosa' -4- P" eosa" 

R' cos b' — P' cos )î' -f- P" cos p" H- , 

R' cos c' = P' cosy'-f- P" cosy" . . 

La comparaison de ces équations et des équations (i) 
donne * 

S P cosa = — R' cosa', 

P cos p = — R'cosê', 

( P cosy = — R'cose'; 

d’où l’on tire, en élevant au carré et ajoutant membre à 
membre, 

P ! =R'> ou' P = R', 

et, par suite, 

cosa = — cosn', cosp = — cos 6', cosy = — case', . 
ou bien 

a = K — a', p = n — b', y — 7r — c' : 

d’où l’on conclut que la force P est bien égale et directe- 
ment opposée à la résultante R' dcS forces P', P", P w , .... 

% “• * % ' 

ÉQUILIBRE D UN POINT ASSUJETTI A SE MOUVOIR SUR 
UNE SURFACE. 

24. Nous avons supposé jusqu’à présent que le point A, 
à part l’action des forces P, P', P", . . . , était parfaitement 
libre dans l’espace. Les conditions d’équilibre ne seraient 
plus les mêmes si le point était assujetti à demeurer sur 
une surface ou sur une courbe donnée. 

Kg. 8. Dans le premier cas, si le 

point A est sollicité par une force 
R normale à la surface considé- 
rée, il devra être en repos. Car 
il ne pourrait commencer à s’é- 
loigner de sa position que sui- 
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vaut la direction. d’une des tangentes à la surface au 
point A, et comme toutes les tangentes font un angle 
droit avec la direction AN de la force, il n’y a pas de 
raison pour que le mouvement naisse dans un sens plutôt 
que dans un autre; donc le point A restera en repos. 

Au contraire, si le point A est sollicité par une force S, 
dont la direction, ne soit pas normale à la surface, il ne 
restera pas en équilibre. En effet, on peut décomposer la 
force S en deux autres, l’une dirigée suivant la nor- 
male A Jï à la surface, l’autre suivant l’une des tangentes 
AT à celte surface, savoir celle qui est à l’intersection du 
plan tangent et du plan SAN. La première force ne fera 
que presser le point sur la surface; mais la seconde aura 
tout son effet, et dès lors le point A glissera sur la sur- 
face. 

Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour qu’un 
point A, placé sur une surface cl sollicité par des forces 
quelconques P, P', P", . . . , reste en équilibre , est que ces 
forces aient une résultante H normale à la surface. 

2r^ Pou r exprimer cette condition par l’analyse, pre- 
nons trois axes rectangulaires 
quelconques Oar, Oj , O z. Ap- 
pelons «, P, y ; a', (3', /i • . • , les 
angles que font les forces P, P', 
P",... avec les axes. Il y aura 
équilibre si nous introduisons 
une force N égale et directement 
opposée à R. Donc si X, p, v dési- 
gnent les angles que la force N (dirigée suivant AI ou AI') 
fait avec le# axes, nous aurons 

i N cos 1 P cos a -l- P' cos a' + ...= o, 

(i) ' N cosp -+- P cos(î 4- P'cosjS'^f . . . = o, 

\ N cosv -+- P cosy -f- P' cosy'-t- • . . — o. 

Ces t rois-équations peuvent être mises sous une formé 


% 
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plus simple. Kn effet, soit 

( 2 ) ' /(.r, >, z ) — o 

l’équation de la surface; on aura 

df 

(3) cos X =±- 


dx 


v/(fH£H£l 

Il faut laisser le double signe, parce que la force incon- 
nue N peut tirer de A vers I ou de A vers I'. Si l’on pose, 
pour abréger, 


V =± 


on a 

[ 4 ) cos X 


/(£MÎHÎ)‘’v 

= V cosu = V cosv = V — • • 

dr 


d.r ‘ dy' ' dz 

De plus, si X, Y, Z désignent les sommes algébriques 
des forces P, l 1 ', P", . estimées suivant les axcsO.r, Oy , 
O z, on a 

X P cosa P' cosa' •+• , . . , 

Y = P cos|3 -4- P' cos^' ^ 

Z = P cosy -h P' cosy' + . . , . 

Les équations (i) deviennent donc- 




(5) 


l V dx 

* nr'if 


NV-^- -f- Y =o, 
dy 

NV y- + Z = o. 

dz 


Comme Ni est une inconnue auxiliaire, on trouvera les 
conditions d’équilibre cherchées en éliminant N ou IVV 
entre ces équations, ce qui donne 
X _ _Y _ Z 
d/_~~df_~Y 
t/x dr dz 


( 6 ) 
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On énonce ce résultat en disant que les sommes des 
forces estimées suivant trois axes doivent être propor- 
tionnelles respectivement aux dérivées partielles de l’é- 
quation de la surface, rapportées au point d’applica- 
tion. ' 

20. Si les.équa lions (6) sont vérifiées, il y aura équi- 
libre et il sera facile de connaître le sens suivant lequel 
agit la résultante des forces P, P', P",. . v car on a 

X __Y _ Z 

df~ 

dx dr dz 


■ NV = ■ 


ce qui montre que \ est de signe contraire «à l’un quel- 
conque de ces quotients. Quant à N, qui est la pression 
exercée sur la, surface par les forces données, elle sera 
représentée par l’un des trois quotients 

X Y Z 


df 

dx 


vf 

dy 


V y 
dz 


27. Les deux équations de condition, trouvées plus 
haut, auraient pu. être établies plus rapidement, en obser- 
vant que les cosinus des angles que fait la résultante des 
forces P, P', P", . . . avec les axes sont proportionnels à 

X, Y, Z, 

et que les cosinus des angles que fait la normale AN 
avec les mêmes axes sont proportionnels à 

£ df_ df % 

dx' dy' dz 

On exprimera que ces deux directions coïncident en écri- 
vant que léurs cosinus sont proportionnels, c’est-à-dire 
. que 


X _ Y_ 
dff'dff 

dx dy 


Z 

dz 
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ÎJS. Si, donnant seulement les directions et lus inten- 
sités des forces P, P', P", . . . , on 11 e fixait pas la position 
du point A sur la surface; il faudrait joindre, aux deux 
équations d’équilibre, l’équation de la surface 

f[ x tXi z ) - o, 

ce qui déterminerait complètement les coordonnées du 
point A. 

ÉQUILIBRE ni» POINT ASSUJETTI A DEMEURER SUR UNE 
COURBE. 

. - t 

29„ Supposons maintenant que le point d’application 
des forces P, P', P", . . . soit assujetti à demeurer sur unp 
courbe fixe LM. 

On fera voir, comme dans le cas précédent, que la con- 
dition nécessaire et suffisante 
pour que l’équilibre ail lieu, est 
que la résultante R de toutes ces 
forces soit perpendiculaire à la 
tangente AT à la courbe, c’est- 
à-dire située dans le plan nor- 
mal mené par le point A. Or, en appelant a, b,c les 
angles que la résultante fait avec les axes, on a 


4 


Fig. io. 

r\ */ 

S//\ 


/ A \ 

• \ 

M 


(«) 


x 

ÎT 


COS b =■ 


Y 

r’ 


Z 

r‘ 


D’ailleurs, .r, y, z étant les coordonnées du point A, 
et ( h la différentielle de l’arc de courbe, la tangente AT 
fait avec les axes des angles dont les cosinus sont 


donc 


d.r rly riz 

r/s ’ ris ’ 'Is ‘ 


cos R AT = J ± 
R ris 


1 '!l 

R ris 


Z dz 
R Z' 
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donc,. comme l’angle RAT est droit,- on aura 
■» *t-osRAT=a 

•au : 

t ■ * ’ *, 

(2) + Yd/-hZdz= o; 

c’gst la seule condition d’ équilibre dans le cas actuel. 

Si le point A n’élail pas donné d’avance, on aurait 
• . pour le déterminer l’équation ( 2 ) vi les équations de la 
courbe. . ■ i 


30. Quand le point A est donné, on peut choisir la 
tangente AT pour l'un des axes, l’axe des x par exemple, 
et alors, en décomposant chaque force en deux autres, 
l’une dirigée suivant la tangente AT, et l’autre située 
. • dans le plan normal, on voit que la seule condition d’é- 
quilibre sera ’ 

{3) • x=o,. 

puisque les forces normales à la courbe ne peuvent pro- 
duire aucun effet. Cest ce que donne encore l’équation 
générale, car dans ce cas on a 




et l’équation { 2 ) se réduit à 
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COMPOSITION ET EQUILIBRE DES FORCES TA R ALLÈLES. 

Composition* de deux forces parallèles. — Couple. — Composition d'un 
nombre quelconque de forces parallèles. — Centre des forces parallèles. 
— Théorème des moments. — Calcul des coordonnées du centre dés 
forces parallèles. — Équilibre des forces parallèles. 


Fig.' n. 
A c 

rr 


7 


COMPOSITION DE DEUX FORCES PARALLELES. — COUPLE. . 

31 . On sait que si deux forces P et Q, parallèles et 
dirigées dans le même scus, 
sont appliquées -respectivement 
à deux points A et B liés inva- 
J, j . * riablcment entre eux, elles ont 

une résultante R égale à leur 
^ • somme P -1- Q, dirigée dans le 

même sens et appliquée en un point C de A B tel, que l’on ait 

‘ _P — — -L 

BC CA ~ AB 


Fig. 12. 


Quand les deux forces agissent en sens coniraires, la 
résultante R est égale à leur dif- 
9. férence P — Q si l’on a P]>Q, 
tire dans le même sens que la 
force P, et sa direction rencon- 
tre le prolongement de AB en 
un point C, situé du côté du 
point A et tel, que l’on ait ericorc 




BC 


_Q 

CA 


R 

AB' 


Ainsi, dans tous les cas, deux forces parallèles et 
leur résultante, ou, çc qui revient au meme, trois forces 
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parallèles 'qui se font équilibre sont proportionnelles 

chacune à la distance des points d’application des deux 

* ' , 

autres. 

32. Dans le cas, Je deux forces de sens contraires, on 
aura 



R = P — Q, 


BC = 


P. AB 
P-Q' 


Si Q = P, on a R = o et BC == ot> Ainsi, le système 
de deux forces parallèles , égales et de sens contraires', 
qui n'agissent, pas suivant la même droite, n’a pas de 
résultante. Un pareil système se nomme un couple. 


33. On-.peut démontrer directement qu’un couple n’a 
pas de résultante. En effet, supposons que le couple (P, Q) 
ait une résultante R. En faisant 
pivoter le couple en même temps 
que la force R autour du milieu 
O du bras du levier AB, on 
amène la force P à prendre la 
place de Q et vice vet’sd ; R aura 
pris la position R'. Mais dans celte nouvelle position on 
aura le môme couple qu’auparavant. 11 en résulte que ce 
couple aurait deux résultantes différentes R et R', ce qui 
est impossible (8). Donc un couple ne peut pas être rem- 
placé par une force unique. 


Fit*. i3. 



COMPOSITION d’un nombre quelconque de forces 
PARALLÈLES. 

34. Soient P, P', P",- . . . plusieurs forces parallèles ap- 
pliquées à des points A, A', A",. . . liés entre eux d’une 
manière fixe et invariable, et supposons d’abord que toutes 
ces forces tirent dans le même sens. Le point d’application 
G de leur résultante s’obtiendra en composant les deux 
premières forces, puis la résultante des deux premières 
avec la troisième, ot ainsi de suite. La résultante des 
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forces P, I 1 ', . .-. sera évidemment parallèle h ees forces 

et égale à leur somme. 

Admettons, eu. second lieu, qu’un certain nombre de 
forces P, P', P", par exemple, 
agissent dans un sens, et les au- 
tres P , '’ / , P ,v dans le sens con- 
traire. On composera d’abord 
les forces P, P', P ff en une seule 
Tl, = P -H P' 4- P% appliquée 
au point D; puis les forces P" et P lv en une seule 
II, = P"' P IV , appliquée au point E et parallèle à P,. 
Alors si la force R,, par exemple, est plus grande que 
R,, la résultante- totale sera une force 

R ~ B, — It = P -f- P' -+- P" — P" — P 1 ', 
appliquée en un point O déterminé par la proportion 
OD R, 

, / OF. ~ R,' . . 

35. Si l’on avait R, = R, et si le point E n'était pas 
sur la direction de R,, le système des forces proposées se 
réduirait à un couple. 

CENTRÉ. DES- FORCES PARALLÈLES. 

36. I.c point d'application de la résultante d'un sys- 
tème de forces parallèles ne dépend que des rapports de 
grandeur qu’ont ces forces entre elles et de la figure for- 
mée par leurs points d'application, d'où résulte- ce théo- 
rème : Si l’on change simultanément les directions et. les 
intensités de toutes les forces, de manière que, passant 
toujours par les mêmes points d'application, elles con- 
servent les mqmcs rapports de grandeur et leur paral- 
lélisme, la résultante de toutes ces forces passera tou- 
jours par le même point. 

Ce point est appelé le centre ■ des forces parallèles. 


Fij i'r 


o B 

- , — — 


In, 
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THEOREME DES MOMENTS. 

37. Occupons-nous maintenant de déterminer par le * 
calcul la position du centre des forces parallèles. 

Considérons en premier lieu deux forces P et P' tirant 
dans le même sens. Soient A et A' 
leurs points d’application, et C 
celui de lèur résultante P 4- P\ 
Prenons trois axes rectangu- 
lai res, et soient 


Fig. !i>. 



AB = z, A'B ' = CF = z,. 

•t 

Menons HCH' parallèle .ABB'. 
Les deux triangles semblables C.AH, CA'H' donnent 

{«) ' ‘ * AH 


A' H' 


CA 

CA'. 


-Z t — z 


Z z, 


P' 

F‘ 


d’où l’on lire 


(a) ' (P + P')!, = Pz + PV. 

L’expression P z, ou le produit de la force P multipliée 
par la distance de son point d’application au plan arO y, 
comptée sur une direction parallèle à Oz, est ce qu’on 
appelle le moment de la force P par rapport à ce. plan et 
à cette direction. Le plus ordinairement cette direction 
est perpendiculaire au plan zcO y: dans tous les cas, 
l’équation ( 2 ) montre que le moment de la résultante de 
deux forces parallèles par rapport, à un plan est égal à 
la somme des moments de ces forces par rapport à ce 
plan. 


38. De là on conclut aisément que si l’on a un nombre 
quelconque de forces P, P', P", . . . parallèles et de même 
sens, appliquées en des points A, A', A",. . . situés d’un 
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même côté du planxOr, on aura ' 1' 

(3) Rz i = Pî + PV+P' ! "+,.. ) 

R étant la résultante et z,, z, z', z",. . . les distances au 
plan iOj, comptées parallèlement à l’axe des z, des 
points d’application des forces. 

39. Considérons maintenant le cas de deux forces P 
et P 7 parallèles et de sens con- 
traires. Soient A, A 7 et C les 
points d’application des deux 
forces et de leur résultante. Po— . 
sons 


F»C- 18. 

j** 


r-r 


/ ‘ * 


L>* 

fh 


AB = 3, A'B'=z', CF = 

Menons CH11 7 parallèle à DR 7 , 
nous aurons 


(•) 


AH 
A' H' 


CA 

CA' 


z — z, P' 

z’ — z, P 

On déduit de là 

( 2 ) s, (P — P') = Pz — P'*'. 

Par conséquent, le moment, de la résultante de deux 
forces qui agissent en sens contraires est égal à la dif- 
férence des moments de ces forces. 

40. Enfin, considérons plusieurs forces, dont les unes, 


Fie- 17- 

*, 

\ 






P, P 7 , P 77 , tirent dans un sens, 
et les antres, P 777 , P‘% tirent dans 
le sens opposé. 

La composition des forces P, 
P 7 , P", donnera une résultante 

R, = P 4- P' + P" 
appliquée an point 1), et 1 on 
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aura ’ 

(|) -•- ■' R,.DI=:Pz + P'z , 4-P"z". 

La composition des forces T?"' et P 1 ’ donnera une ré- 
sultante 

*- * r, = p" 4- p?» * . • 

appliquée en E, et l'on aura 

(a) . s R- 3 .EH = P*z m 4-P' v ï*'. ._ 

Donc, si R est la résultante de toutes les forees, G son 
point d’application, et si l’on pose GK=.e,, on aura, 

• ..;en supposant R, > R s , .. ' • . < •• 

V R — R, — R ; , 

*•;. ' * R z, = R, i DI — R, . EH , . ' ’ 

ou biea . / ' ■’ • * 

• ■ ( R=P 4-P' -+- P"— P" — - P‘% 

\ 'Rz,= Pz -f- P'z' 4-*P"z" — P"' z* — P 1T z ,T . 

4L. .On voit que ces deux équations rentrent dans les 
suivautes : • . • 1 


( 4 ) 


. j R = P + P'+P"+P*+P‘', 

I Rz, = PzH-PV-t- P"z"+ P P ,T z« r , 


pourvu que, regardant comme positives les forces qui 
agissent dans un sens, on regarde comme négatives celles 
qui agissent dans le sens contraire. A l’aide de cette con- 
vention, on peut dire, en général, que le moment de 
la résultante de plusieurs forces parallèles par rapport 
à un plan est égal à la somme algébrique des moments 
de ces forces. 


42. Nous avons supposé jusqu’à présent que les points 
d’application des forces étaient situés du même côté du 
plan xOjp; mais Celte restriction n’est pas nécessaire, et 
le théorème des moments a toujours lieu en regardant les 
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quantités désignées par z, z z", . ’. . , s, comme positives 
pour des points situés d’un certain côté du plan,- et comme 
négatives pour des points situés du côté opposé. 

En effet, les points A, A', A", . . . , auxquels sont appli- 
quées les forces considérées, étant situés d’une manière 
■ Fig. 18 . . ' quelconque, menons le * plan 

x'O'y 1 parallèle à xO 'y et à une 
distance 00 '== h assez grande 
pour que tous les points A, A', 
A 7 ', . . . soient au-dessus du plan 
x'O 'y’. Alors si Z, Z', Z",..., Z, • 
désignent les distances, comp- 
tées parallèlement à O z, des points d’application, au plan 
x' 0 ^',on aura , /* 

RZ r = PZ -+- P'Z'-f- P "Z" •+■..- . ; N ' . 
mais, à cause de R = P -j- P'-f- P" -+■ ... . , on a 
R h = PA + P' A + P"A . . . ; 
donc, en retranchant membre à membre, . 

R (Z,— A) = P (Z — h).+ P' (Z' — (i) ■+■ P" (Z" 

Mais on sait qu’en ayant égard aux signes des coordon- 
nées, on a toujours 

Z — h — z, Z = ...‘, Z, — h— z, ; 

doue on aura, dans tous les cas, 

Rar= Pz-f- PV + P"z"+ 


CALCUL DES COORDONNÉES DU CENTRE DE PLUSIEURS 
FORCES PARALLÈLES. 

r * s • 

43. Si l’on applique le théorème des moments à trois 
plans coordonnés, on aura, pour déterminer la grandeur 
de la résultante R d’un système de forces parallèles, et 
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les coordonnées Xy y i ,■ z, de son' point d application, les 
quatre équations i : 

(r) R = P+ P' + f' + ..,. 

' ' . • ; R.r,= Px+ P'ar'4- P'V'-K . 

(a) . . R y, = Vy +.P'/ + PV + _ 

/ ( R3, = Ps’-+-P'2'4-P"z"+.,V.,. 

Quand les coordonnées sont obliques, on peut rempla- 
cer lésa;, y, z par lesperpendiculaires abaissées des divers, 
points sur'les plans yOz, xOz , x0.yj Car cela revient 
à multiplier chacune des équations. ( 2 ) par le siitns de 
l’angle que fait Taxe correspondant avec le plan des deux 
autres axes. . ■ • 

44. ' Si le’ plan xO y était ni en épar le centre des forces 
parallèles, on aurait s, — -et par suite ILz t , oû 

* 

( 3 ). ’ Pî+ P'!'+P"/+...ào. v . 

Donc la somme algébrique des moments d un système de 
forces parallèles, /mr rapport à tout plan qui passe par 
le centre de ces forces, est nulle. Et réciproquement, si 
la somme algébrique dès moments d’urt système de forces 
parallèles, par rapport à un plan, est nulle, ce plan 
contient le centre deXes forces, carde 

* P z 4- P's'V P" 3" H- . . . = o . ' 

011 déduit II z, = o et, par suite, s, — o. 

«. ' ’ 

45. Si le système des forces proposées se réduisait a un 
couple, ou aurait fl = 0 et 

X,— CO , y, = 00-, 3| — CO . 

• ‘ ; • * '» . • 

Ainsi, dans ce cas, il n’y a. pas de résultante, comme 
on le sait (Jéjà. 

4G. On peut encore déduire des. formules ce fait, d’ail- 
leitrs .évident parla construction géométrique, que si tous 
les points d’application sont dans un ineme plan, le ccn- 
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tre des forces sera dans ce plan. Eu effet, si l’on prend 
ce plan pour plan des xjr, on aura z — o, z' — o, . . . , 
et la'troisième des formules (à) donnera 'z, == o. On verra 
de même que si tous les points A, A', A", . . . sont sur 
une ligne droite, le centre des forces parallèles sera sur 
cette ligne.; ~ . • ' . • 


ÉQUILIBRE DES FORCES. PA R ALLELES. .» -• 

-iT. La condition nécessaire et suffisante pour que plu-* 


Fig. 19 . 


r r ' 

1* 


P - 


La 

avoir 


sieurs -forces parallèles- P, P', 
P'',. . . se fassent équilibre, est 
.que l’une d’elles, P par exem- 
ple, soit égale et directement op- 
posée à la résultapieTP de toutes 
le^ autres. Pour exprimer cette - 
condition par l’analyse, prenons . 
trois axes, dont l’un OZ soit pa- - - 
rallèle à la direction des forces, 
force P et la force R' se faisant équilibre, on doit, 

R' = — P ou P -t- R'= o ; 


- R'=P'4-P"-j-. . .. 

Donc une première condition d’équilibre est que l’on ait 
(0 P +P'.+ P"4-./. = o. 


Il faut, en outre, que les directions des forces P et R' 
coïncident; par conséquent,- que \'x et Yy de leurs points 
d’application soient les mômes. Or si a et (3 sont, les coor- 
données du point K, où est appliquée la force R', on doit 
avoir (43) . * v . .. . 

R'y. — V'x' + P"x"+.. 

R:p = py+py+ 

Mais puisq’ue a — x, (3 = y, R' = — P, il en résulte 
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ccs deux nouvelles équations d’équilibre ■ ' * . / ; 

(2) Pi+PV+PV + .- ^O, ; * 

(3) . • Py 4- P '.y 4- P" y" 4- . . .= o. 

48. Réciproquement, si les conditions (i^, ( 2 ). et (J) . 
sont remplies, la force P sera égale et directemcilt_ op- 
posée à la résultante R' des autres forces, et' il y aura 
équilibre. 

49. Ainsi les conditions nécessaires et suffisantes, pour 
qu’il y ait équilibre sont données par les trqis équations» . 

/ P 4- P' 4- P" 4-..= Q, . •- 

(4> - P.c4-P'/4-P"/H =o; ■ 

, , ( P j 4 - Vÿ -+- P" y" ’ + • • .= o.-. 

On les énonce ordinairement en disant que la somme 
algébrique des forces doit être nulle, et que la somme" 
algébrique, des moments des forces , par rapporta deux 
plans parallèles à leur direction, doit cCTe nulle polir . 
chacun de ces deux plans. .7 

50. Quand le système renferme un point fixe O, les 

forces proposées ne peuvent pas, dans le cas déséqui- 
libré, se réduire à un couple. En effet, si l’équilibre existe, 
le point O éprouve une certaine pression, déterminée 
de grandeur, de direction et de sens. Par conséquent, si 
l’on remplaçait la fixité du point O par une force L égale . 
et directement opposée à cette pression, il devrait y avoir , 
encore équilibre; donc un couple et une force unique se 
détruiraient, ce qui est absurde. _ 

Il résulte de là que, dans le cas d’un point fixe, les 
forces doivent avoir une résultante unique, dont la direc- 
tion passe par le point fixe, sans quoi cette-, force et la 
force L ne pourraient se faire équilibre. Cette condition 
est d’ailleurs suffisante. 

Or si l’on prend le point fixe pour origine et l’axe des 
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. pparajlèh; à la direction des forces, .la résultante des 
* _ forces devant être dirigée suivant cet axe, ses moments, 
- jiaf 'j-agport aux plans zOx ctcO^, devront être nuis, 
' et par conséquent on aura 


S) 


^ Par P ' x P"ar" -t- . . =z. o , 
/ P y -+- P'/ -f- P "y" = O. 


’ Dans ce cas les conditions d’équilibre se réduisent à 
*deux. 

- Si le point fixe était le centre des forces parallèles, ces 
..condition» seraient remplies d’ elles-mêmes. Par consé- 

• -quentj T équilibre existe dans un système de forces pa- 

* .raÛèles'quand on fixe le centre de ces forces, ce qui est 
, d’jiflôurs évident. 
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QUATRIÈME LEÇON. ‘ 

BV CENTRE J1E GRAVITÉ. 

Notions sur la pesanteur. — Poids. — Centre de gravite. — Poids spéci- 
fique. — Densité. — Centre dé gravité d’un assemblage de poid*. — 
Propriétés du centre de gravité. — Centre de gravité des lignes. 


NOTIONS SIR J.A- PESANTEUR. 

51 . On appelle pesanteur -on gravité la force qui sol- 
licite tous les corps vers la surface de. la terre. Elle 
s’exerce sur chaque particule matérielle, suivant une 
direction perpendiculaire â la surface de la terre, ou 
plutôt à la surface des eaux tranquilles. . Célte direction 
„ est appelée •verticale. . . 

Comme les corps que nous considérons ont toujours 
des dimensions très-petites relativement au rayon ter- 
restre, il est permis de regarder les verticales menées des 
différents points d’un même corps comme parallèles entre 
clics. 

L’intensité de la pesanteur varie avec la latitude et 
avec la hauteur du corps ; mais on peut, sans erreur ap- 
préciable, supposer cette intensité constante aux divers 
points d’un même corps. 


POIDS. 


CENTRE DE GRAVITÉ. 


52. La force de la gravité ne s’exerce pas seulement 
sur les molécules situées à la surface d’un corps; elle 
sollicite également toutes ses particules, puisqu’il faut le 
même dlorl pour Soutenir un corps que pour soutenir 
les. différentes parties dans lesquelles on le décompose. 

Un corps pesant peut donc être considéré comme Un 
assemblage de points matériels liés entre eux d’une ma- 
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•' ni ère invariable cl sollicités par de petites forces paral- 

* lèles, puisqu'elles agissent toutes dans la verticale, jet de 

même sens. La résultante de toutes ces forces est appelée 
le poids du corps, cl leur centre est dit le contre de gra- 
vité du corps. . . , . 

53. La direction du poids du corps passera toujours 
par' le centre de gravité, quelle que soit la position du 
corps, et le corps demeurera en équilibre si l’on fixe le 
centre de gravité. 

De là résulte un moyen de déterminer par l’expérience 
le centre de gravité d’un corps. Car si l’on suspend le 
corps à un point fixe, par .un. fil llexible, la direction de 
ce fil, quand l’équilibre est établi, doit passer par le cen- 
tre de gravité. Donc, si l’on suspend le corps dans deux 
positions différentes, son centre de gravite seradéterminé 
• par l’intersection des deux directions du fil. 

POIltS SPÉCIFIQUE. « DENSITÉ. 

54. Quand la matière d’un corps est homogène, des vo- 
lumes égaux de ce corps oiit des poids égaux ; en d’autres 
termes, le- poids est proportionnel au volume. 

Si l’on compare entre eux deux corps homogènes, for- 
més de substances différentes, les poids de chacun d’eux, 
sous le même volume, sont différents. 

On appelle pesanteur spécifique d’un corps le poids de 
1 unité de volume de ce corps. Si es désigne ce poids, P le 
poids du corps et v le volume, on aura donc 

P = CT P. 

On prend pour unité de poids le poids de i centimètre 
cube d’eau distillée, à son maximum de densité, c’est-à- 
dire à la température de 4°. i. Le poids d’un corps varie 
avec le lieu où il est placé; mais comme les poids de tous 
les corps varient dans le même rapport, le poids d’un 
corps ‘quelconque exprimé en grammes est h: même par- 
tout. 
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oo.^Quand un corps n’est pas homogène, on nomme 
densité moyenne le rapport du poids de ce corps à son 
volume. On appelle densité, en un point M de ce corps, 
la limite vers' laquelle tend- la densité- moyenne d’un vo- 
lume de matière tout autour du point M, quand ce volume 
tend vers zéro: La densité d*un corps non homogène est 
ordinairement une fonction continue des coordonnées de 
ses 'différents points. * * 

■ '■ % •• ,;;.v ' ■’ V 

CENTRE DE GRAVITÉ Il’uN ASSEMBLAGE DE CORPS. 

36. Quand on connaît les poids et les centres de gravité 
de plusieurs eorps liés entre êux d’une manière invaria- 
ble, on peut trouver le centre de gravité de leur ensemble, 
soit par la composition successive des poids de ces corps, 
soit par le théorème- des’ moments. 

Soient A (x,y, z), A'.(x\y^ $'), À" (x",y", z "), ... , . 

les centres de gravité' de dilférents corps, jdont les poids 
sont p, p ', p", . . . . Nommons P le poids total cl x, , y,, z, 
les coordonnées du centre de gravité du système; on a (43) 


(«) 

P = p +p' -hp" -K • 


/ P x, = px -+- p! x! -f p", x" 4- 

(*) 

| Pr. A: py +p'/ +p" y ■+■ 


( P z, = pz 4- p’ z' -f- p” z” -+- 


équations qui font connaître P, x t ,y x et z,. 

Quand les corps sont homogènes, on peut, dans les éga- 
lités précédentes, substituer les volumes aux poids cor- 
respondants. „ 

o7. Si l’un des plans coordonnés, par exemple le plan 
des xy, contient le centre de gravité, alors z, == o, et 
l’on a 

(3) pz - 4 - p’ z* -f- p ! ■ z' 1 - 1- . . o , 

c’est-à-dire que la somme des moments des poids , par 
rapport à tout plan passant parole centre de gravité du 
système , est égale à zéro. 
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PROPRIÉTÉS DU CENTRE DE GRAVITÉ. 

58. Soient A(x,y, z), A' (x',y', ='), A"(x",y", ="),..., - 
Kig. ao. les centres de gravité de plu- 

*, sieurs corps dont les poids sont 

] ' A respectivement pi p', p ", ... f 

I /y A « et O le centre de gravité du 
» - système de ces poids j posons 
6 A = r, 0A'= d, GA"= 

• si Fort applique suivant OA, 
OA', OA",. . . des forces pr, p'r', p"r", . . ., ces forces 
se feront équilibre. 

En effçt, menons- par le. point 0 trois axes rectangu- 
laires. Puisque le plan.z-Oy passe par le centre de gravité, 
on aura (57) . . 

(i), _ px -y p' x' -\-p"jc" . . — o. 

Or on a . - - 

x = /'cosa, x' = r' cosa', .t” — r"cosa", . . ., 
a, a', a", . . . étantlcs angles que OA, OA', OA", 


font 


avec, l’axe des x ; donç 

, A ’ * V* 

( 2 ) pr cosa p' r' cos a' -f- p" r“ cosa"*-(- . . . = o. 

Mais pr cosa, p'r' cosst', p" r'i c, osa",.... sont les com- 
posantes des forces pr, p'r',... estimées suivant l’axe 
Ox. Donc, comme la somme algébrique de ces compo- 
santes est nulle, quelle que soit la direction de cet axe, 
les forces pr, p'r',..., appliquées suivant OA, OA',..., 
se font équilibre (22). 


59. On conclut de là que si les poids appliqués en A, 
A', A", . . . sont égaux, des forces pppliquèes au point O 
et représentées par les droites OA, OA', OA",. . . se font 
équilibre. • 

00. Réciproquement, si des forces appliquées en un 
même point O, et représentées, en grandeur et en direc- 
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lion, par OA = r, OA'= r', OA" — r", . . . , se font équi- 
libre, des corps ayant tous des poids égaux à p, et leurs 
centres de gravité aux points A, A', À", . . . , forme- 
ront un système dont le centre de gravité sera au 
point O. 

En effet, puisque. les forces se font équilibre, on a 
(l) rcosa -+- r' cosa' r” cosa" -4- . . . = o j 

par suite 

( a 1 pr cos a -+■ pr 1 casa' -f- /»" cosa" -+- . . = o, 

ou bien 

px + px’ -f- px" o » 

Mais si P désigne le poids du système, et z , les 

coordonnées du centre de gravité, le premier membre de 
la dernière équation est égal à Pi|, Donc 

(3) x , = o. ’ - 
On démontrerait de même que l’on a 

(4) /. = o» *i = <n 

donc le point O est le centre de gravité du système. 


Fig. il. 


61. Soient A(ar, y, z ), A'(x\y', z'), A "(x",y", z "),... 

les centres de gravité de divers 
poidsp,^',p ff ,...,etG(.r,^ 1 ,z 1 ) 
le centre de gravité du système, 
les axes étant menés par un point 
quelconque. Posons 

OA = /, OA'= P, 

O K" — r ", . . . OG = r,. 


A’. 

A. •4'* 

G* 

•À'" 




On a, comme nous l’avons vu (56), 


i Par, -px + p' x' -yp”x" -y..., 

(i) < P/i = pr •+• p'y -t -p"x" 

‘ Pz, = pz-hp' t! -hf" s" + 

I. 


3 
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Élevant ces trois équations au carré et ajoutant, on a 

-+- ^PP' (**' + yy'-hzz') -+- 2 pp" (xx" 4 - y y" + zz") 

4 - 

Or on a 

AA' = (x — x')'-+-[y — y'y~h{i — z ') 2 
= r 1 4- r' 1 — 2 ( xx’ -I- yjr’ -4- zz' ) ; 

donc 

2 (xx' + yy' -(- zz') = r' -+- P 1 — AA' , 
et de même 

a (xx* 1 -h y y" 4- zz”) = r 3 ■+■ r"’ — AA" , 

et ainsi de suite. 

Donc 

P’r’^z /T» r’ H- p'V s 4- p"»r"> 4 -, . . 

-I- pp' {r 4- r" — AA' ) 4- pp" (r’ 4- r" 1 — AA" ) 


ou bien 


P VJ = (pr> 4- pV' 4- p"r"> 4- . . . ) (p 4- p' 4- p" 4- . . . ) 

— pp' ÂT'* — pp"ÂÂ"’— ... - p'p" Â 7 A" 
ou, à cause de P = p 4-p , 4- p" 4-. • • , 

I P ! rj = P (pr 3 4- />' r' 1 4- p" r"’ 4- . . . ) 

(2) J 1 J 

J —pp' AA' — />/>" AA" — 

Cette formule donne la distance r, du centre de gravité 
à un point quelconque O, en fonction des distances des 
points A, A', A", ... au point O, et des distances mu- 
tuelles de ces points. On pourra donc déterminer la po- 
sition du centre de gravité G, en calculant par cette for- 
mule sa distance à trois points donnés. 

02. De la dernière formule on tire 
pr î 4-pV , 4-p"c" 1 4-. .~Pr)4- ^ (pp'ÂI 7 Vpp''ÂÂ"4- .. .) . 
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Quand le point O sc déplace,' le terme Prj varie seul 
dans le second membre ; on en conclut- que l’expression 

pr' -f- // r"> -t- p" r" 7 -+- . . . 

atteint sa plus petite valeur quand = o, c’est-à-dire 
quand le point O coïncide avec le centre de gravité du 
système, et que cette expression a la même valeur pour 
tous les points de la surface d’une sphère, ayant le point 
G pour centre. 

CENTRE DE GRAVITÉ DES LIGNES. 

63. Les lignes et les surfaces que l’on considère en 
géométrie n’ont aucun poids, mais on peut supposer que 
ces figures soient chargées d’une multitude de points ma- 
tériels pesants, ou, ce qui revient au meme, que tous leurs 
points géométriques soient sollicités par de petites forces 
parallèles. Le centre de ces forces sera, par définition, 
lecentredc gravité de la ligne ou de la surface considérée. 

Une ligne est homogène quand des parties de cette 
ligne égales en longueur ont des résultantes égales ou 
des poids égaux. De même, une surface sera homogène 
lorsque des portions égales de cette surface auront des 
résultantes égales. 

64. Pour trouver le centre de gravité d’une ligne ho- 
mogène CD, il suffit d’exprimer que le moment du poids 
de cette ligne, par rapport à trois plans. quelconques, est 
égal .à la somme des moments des poids des éléments li- 
néaires qui composent cette ligne, par rapport aux 

Soient CMD=/ la longueur 
de l’arc entier, *M (x,y f s ) un 
point quelconque de cette ligne, 
et posons 

CM = s, MM' = 4j. 

On a d abord, entre des limites 

3. 


mêmes plans. 

Fig. 72. 
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’ .= Ç y'</.r'+. r/r’-t- riz'. 


Le moment de l’élément MM'= As, par rapport au 
plan xy, est Aî (z + a), a devenant nul en même 
temps que Aj. En effet, on peut supposer que le point 
M' (.r + A x,jr -+- A y, z + Az) soit assez rapproché du 
point M pour que l’arc MM' soit entièrement compris 
entre deux plans parallèles à JtrOjr, menés parles points M 
et M' ; par suite, le z du centre de gravité de ce petit arc 
sera compris entre z et z -f- Az. On pourra donc le re- 
présenter par z -+- a, a étant moindre que As. 

Donc si l’on désigne par a - ,, y t , s, les coordonnées du 
point G, centre de gravité de CD, on aura 

(l) Iz, = ïz\s -b 

de quelque manière que la courbe soit partagée. Celte 
équation a donc encore lieu quand les éléments analogues 
à MM 7 sont infiniment petits et leur nombre infini. Mais 
on sait que 

limZa&j = o, Yimlz^s = J’ zris , 


, =j */, 


On opérera de la même manière par rapport aux plans 
xOz et jOz, de telle sorte que les coordonnées du point 
G seront déterminées par les trois formules 

(3) Ijc, ~ J'.r ris, /y, — J y ds, /z, = J zds, 

ces trois intégrales étant prises entre des limites qui cor- 
respondent aux extrémités C et D de l’arc proposé. 

65. Si la courbe est plane, on peut prendre son plan 
pour celui des xy, et alors z, = o. On n’a donc plus be- 
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soin que des formules 


3 7 


( 4 ) 


,T '~ § x,ts ' ljr, ~ J ' y,ls - 


06. On peut encore parvenir aux formules (3) en con- 
sidérant la ligne CD comme la limite d’une ligne polygo- 
nale et homogène qui lui serait inscrite. 

En effet, on peut admettre comme évident que le 
centre de gravité d’une droite homogène est au milieu de 
sa longueur. Le moment de la droite MM', par rapport 
au plan xOy, sera donc 


MM 


ou 


'ûar’-t- Sy 1 -+- Aî’ -+ j ; 


z, étant le z du centre de gravité de la ligne polygonale 
inscrite, on aura donc 

z, ,ï MM'= I MM' .a + ï M -— - -- Z - 

2 

Si l’on passe à la limite, on aura 

liais MM' = 1, l’un S MM'. z~ J’zds, litnï^-—-* ^:o> 
donc 


' /z, = j zds. 
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COURS, DE MÉCANIQUE- 


CINQUIÈME LEÇON. 

* * , 

CENTRE DK GRAVITÉ DES LIGNES ET* DES SURFACES. 

Application des formules precedentes : ligne droite, — arc de cercle, — * 
cyclolde, — parabole. — Centre de gravite des surfaces. — Cas des 
figures planes. — Application au triangle, — à la parabole, — au seg- 
ment circulaire, — à la cycloidc. 


LIGNE DROITE. 


Fig. 


(>7 . Comine exemple de ce qui précède, cherchons le 
centre de gravité d’un segment de droite. 

Appelant n, i, c les coordon- 
' nées du point C, a,|3,y lesangles 
que la droite fait avec les axes, et 
CM == s la longueur comprise 
sur la droite entre le point C et 
/ •> un point quelconque M(x,y, z) 

, de cette droite, il est facile de 
voir que celle-ci est déterminée par les trois équations 

| x = a 4- s côs a , 

(l) l y = b -+- s cosê , 

( z = c -|- s cosy. 

Or, en appelant l la longueur CD du segment, on a 
d’abord 

/Xt = J’ x ds — J' a ■+- J' s d. s cosa. 

Cettt intégrale indéfinie est 

. s ' 

lx i = as H cos ». 

2 

Nous ne mettons pas de constante, parce que le mo- 
ment lx , doit être nul pour s = o. Cette intégrale devant 
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être prise de 5 = 0 à s = /, en a 

t 

Ix, = al -t — cos a. , 
2 


3 9 


on a de même 


x, — a / cos a ; 

2 


Xi — b -i — l cos fi, 


t, — c H / cosv. 

2 


Le centre de gravité G, ainsi délerminé, est le milieu 
de CI) : car les équations (i), en y faisant s — ^l don- 
nent, pour les coordonnées du point milieu de CD, 


■r’— a — l cos» , 
2 


y =. b H — l cosG , 
2 


Z = C -t l COS7. 

2 


AUC DE CERCLE. 


68. Le centre de gravité de l’arc de cercle BAC est 


Fig. a/,. 



évidemment situé sur la droite 

5 

OA, qui passe par le centre du 
cercle et par le milieu de l’arc. 
Prenons donc OA pour axe des 
x et une perpendiculaire O y 
pour axe des^. 

Posons 


OA — a , BAC = /, AM — s, x,= OG. 
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On a 

donc 

(') 

Or 

donc 


-/ 


COURS OE MÉCANIQUE. 

X = OP = a cos MOP = a cos — ; 

a 

= J* x ^s ^ J* a cos “ ds. 

. • ,■» 

/ s . . s 

a cos - ds = à 1 «in — h C ; 
a a 


/ a cos - ds = i a 1 sin — = a X 
, .a ia 


2a sin — = « x BC. 
2 a 


Donc si Ton désigne par c la corde BC, on aura 

(») *. = y 

Ainsi, la distance OG du centre de gravité de l'arc 
au centre du cercle est une quatrième proportionnelle à 
l’arc , à sa corde et au rayon. 

CYCLOÏDE. 

69. L’équation différentielle de la cycloïde rappor- 
tig- a 5 . tée aux axes A# et 

A y est, comme on 
• sait ( Cours d'Ana- 
fy se > 246), 

-*4(0 *=7^*=. 

yay—y’ 

a étant le diamètre du cercle générateur. Pour détermi- 
ner le centre de gravité de l’arc CM, compté à partir du 
sommet, prenons pour axe des y 1 la tangente au sommet, 
et pour axe des x' la perpendiculaire Cx 1 . Posons 

AP — -r , MP=j-, CQ = ,r', MQ — y'. 


74> 

H 


VK ! 
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On a 


d’où 


CINQUIÈME LEÇON. 
x—-ita—y', x=a—x-. 


dx — — dy’, dy — — dx'. 
L’équation différentielle (i) devient donc 


3 Jax> - V* V * 


\Jax' 

et, en supprimant les accents, 
(2) dy 

Soit CM = /. On aura 


=v/^' 

ura 

-r 


c’est-à-dire 

( 3 ) lz=i\Jax. 

L’abscisse x, se calculera par la formule 


lx 


donc 


, = xds — j' 'Ja 'Jxdx =.| xsjax, 
%x)Jax 


ou 

( 4 ) 

On a ensuite 


3 / 




iy,=J yds^fajy—, 


et, en intégrant par parties, 

ly, = \[â J yd( 7. *Jx) = (* y sjx — i j' v/« — x dx'j 

= \fâ £2 y \fx -H |(« r- x)\jti — ï -f Cj- 
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Or, pour x = o, ou a y t = o, donc 

. J 

C = — ^ a \[â ; 

d’où, en divisant par /= a ^ ax , 


(5) 


yi = y + 


3 \Jx 


[(«-*)!- J]. 


<0. Si l’on veut avoir le cèntre de gravité de l'arc CA, ■ 
1 1|: ' on fera, dans les formules pré- 

cédentes, 






C Ko 


et l'on aura 


( 6 ) 


*1=3 a» y< 


- (M- 


PARABOLE. 


71. Soit 

(•) 

Fig. 27. 



) 1 = 7.px 

l’équation d’ 1111 e parabole rapportée à 
son axe et à la tangente au sommet; 
soit / la longueur de l’arc AM, et nom- 
mons encore x,, y, les coordonnées du 
centre de gravité de cet arc. On a 
(Cours d 1 Analyse, 408) 


2) l =r P v^' 


p * 


»’ 1 


Vr* 


l ): 


et les coordonnées du centre de gravité de l’are AM se 
détermineront par les formules 


(3) 


te 


= J'xds, ly,= J y fis. 
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Cherchons, d’abord ly x . Puisque 


43 


*= - 'ly°\F djr, 
a a 

b'—'- y'+p'’ 

~*f>f d {y'+p* 

Or pour y = o, on a 

« / = o et ty\ == o ; r 

C = -^ 

et enfin 

(4) 


donc 


3 ’ 


fy i = -+- Z'’ 1 )’ — T* 


3 p 

d’où l’on déduira y x en divisant les deux membres par / 
dont la valeur est connue. 

Pour obtenir x,, on partira de l’équation 


lx 


=/ xA; 


/"" =/* V / ' !+ '? =/* V^ 1 (* + f )’- & 

En achevant l’intégration indiquée, on arrivera à la 
formule 

r 4x+/?+4i/ — 

w H) * — - 
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COUltS DE MÉCANIQUE. 


CENTRE DE GRAVITÉ 1)E^ SURFACES. 

72. Soient M(x,j, z), M'(:*4- Ax,j r -h'Ay,.®-f-Az) 
deux points voisins pris sur une 
surface rapportée à trois axes 
rectangulaires; soit w l'élément 
de surface M/wM'W intercepté 
entre quatre plans , parallèles 
deux à deux aux plans zOx et 
zOy. 

Quand les accroissements Ax 
et Ay sont nuis, w devient dx <ly V 1 -+- P* -H , /> et q 
désignant les dérivées partielles et ou aura donc 

(1) » = A.cA^(v , i +/)' + i/' + a), 

où a représente une quantité qui devient nulle à la limite. 
Le z du centre de gravité de M rn M ' m 1 peut être repré- 
senté par z 4- 6, 6 devenant nul en même temps que 
Ax et Ay, car ce plan est compris entre deux plans pa- 
rallèles au plan des xy menés par le point le plus liant et 
par le point le plus bas de l’élément M m M ' m' . Dès lors 
le moment de l’élément par rapport au plau aüy est 

(ï 4- 6 ) Aj: AJ (^1 4 -p* + ?’ + *) 

OU 

z ^ i 4 - p 7 4 - q'bx Aj 4- y ix A/, 

y étant une quantité qui s’évanouit avec Ax et Ay. Si 
l’on décompose de la même manière toute la surface con- 
sidérée, en appelant X l’aire de celle surface et x t , y,, z, 
les coordonnées de soii centre de gravité, on aura 

( 2 ) A z, = ïlz y i 4- p~ 4- </' A J- A/ 4 - 2ïy Aj- by. 

Ur, puisque cette équation subsiste, quels que soient 
Ax et Ay, elle sera encore vraie quand ces accroisse- 


Fig. 28. 


m 
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CINQUIÈME LEÇON. /}'* 

munis seront iufinitnenl petits. Mais alors 
lim SS y A c &y = o , 


lim SS z \/l -h y’ Sx Ay= j j ' z \j\ p' + q' dx dy ; 

donc. enfin 

(3) Xz, —JJ z V 1 +• P 1 -*- q* dxdy. 


En opérant de celte manière par rapport aux trois plans 
coordonnés, on aura, pour déterminer les inconnues x t , 
y,, zj, les équations 



w tenant la place de y'i -4- p 2 -f- r/ ! c/.r r/y. On a d’ailleurs 
< 5 > ' . ‘=//^ -+• y’ dx dy. 


73. Quant aux limites de ces diverses intégrales, elles 
sont faciles à assigner. Si 

r =?(*)> r = + (*). 

9 - •* 

sont les valeurs de y correspondant à deux points, qui, 
sur la projection du contour de la surface sur le plan .ry, 
ont le même x. il faudra intégrer d’abord par rapport 
à y, en considérant x comme une constante, depuis 
y = œ(a.') jusqu’à jy = <fi(a:). On intégrera ensuite par 
rapport à .r, depuis x = a jusqu’à x — b, en supposant 
que . - 

x — a , x = b 


soient les équations des plans menés parallèlement au 
plan des zy, par les points extrêmes du contour, a étant 
moindre que b. 
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COURS DE MÉCANIQUE. 


CENTRE DE GRAVITÉ DES FIGURES PLANES. 

74. Les formules (4) se simplifient lorsque la surface 
est plane. Si l’on prend le plan de cette figure pour 
plan des xy, on aura 

lit dz 

*, = e, - = o, - = o, 
et les formules (4) et (5) se réduisent aux suivantes : 


( 6 ) 


i Hf 
/» /» 


dxdjr, 


' \ x, =. J' j x dx dy , 
>.r.= // y dxdy. 


Fif(. ?.<). 


75. C’est coque l’on peutd’ailleurs trouver directement. 

En effet, soient y et y' les ordon- 
nées des courbes CD et C ; D', 
correspondant à une même ab- 
scisse, et posons 

OA = a , OB = b. 

On a d’abord 



i dx 


-rr 


tlx dy. 


Maintenant si, par les points infiniment voisins 
M (x, y) et M ' [x cix,y -\- dy) pris sur la surface, 

on mène HH' et KK' parallèles à l’axe Oy, on formera 
une tranche HKH'K.' qui différera infiniment peu du rec- 
tangle HH'I'I obtenu en menant HI et H'I' parallèles 
à Oa\ 

Le centre de gravité g de celle tranche est infiniment 
voisin du centre de gravité du rectangle, et par suite du 
milieu de HH'. On peut donc, en négligeant des quan- 

tités infiniment petites, prendre x et — pour les coor- 
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données du centre de gravité de la tranche HKK'H' v or 
cette tranche a pour mesure (y — y') dx. Donc son mo- 
ment par rapport à Oy est [y — y')x dx, et son moment 


par rapport 

j 

à 0# est - {y* — y'*) dx , ce qui -donne 


/ ' ■ r b 


1 >r,= I (y — y')xdx, 

(8) 

. y J (i - ^ 

i * r b 


f >/, = - / {y 1 — f')dx. 


A a J a 


formules qui reviennent à celles qu’on a trouvées plus 
haut (74), 

Cette démonstration pourrait être rendue tout à fait 
rigoureuse par la méthode des limites. 


APPLICATIONS. TaiÀNGLE. 

76. Prenons deux axes rectangulaires Ax, Ay, pas- 


y 

! 

A 

Fig. 3o. 

B 

F 

C 

sant par le sommet A, et dont 
l’up Ax soit perpendiculaire au 
côté BC. Soit AD = h. Nom- 
mons x, et y, les coordonnées 
du centre de gravité G, et X la 
surface ABC. Soient 

A 

ü 1 

D x 

(0 


X = 

mx, — in'x 

les équations des droites AB et AC. On aura 


f Cr — y')dx = 

o 

r h „ (m-m')h' 

zl (m — m' ) x dx — > 

do 


f (/— y')*dx= 

O 

r h , m , j ( m — '"') A ’ 

= J [m — m) .r 1 dx = i 


fV- 

Jo 

y ,7 )dx 

i r h ,, {m 7 — m' 5 )* 3 

- 1 ( m 7 — m' 7 )x 7 dxz= g * 

^ J 0 

d’où l’on conclnt 

(2) 

( m /h 7 ) h 
3 • 


N 
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<*!., par 'Coijfiéqneni; 

f *dx>Ja^â*= <i.r, sj 


nx — x‘ 


•• , / (« - VS jt ) tixsjax — x’ 

ou bien / ' -V 

Zf xdx Jax — x? = - à V — ^ f ax — x 2 )’ : 

2 3 

C ■ ’ 

(4) - >■?. = — — j.,l{ax — x 2 y , ; 

d’où, en divisant par /, on^Iéduira .Tj .. 

8f . Le calcul de y x est un peu plus compliqué. On a 

x r< = \ f x 1 dT - — j 4 * — f W dy-r. 

or 

• * * 

J* xydy = J' xy y/ — —— c/.r — J ' ■/ ^ x V« — x dx 

' , • = — | r (« — &Ÿ f { a ~ x Y d {y <Jx) 

.. = — = .y(fl — x)^nx — .r* 

' . *+i| fi? — *)’ j*dy f 

: 2 r i 

H-â/t— r. 


dx 
•). \jx 


Mats 


J (« — *)* A <>■ =J'(« ~ r ■ T ) , dx = — J (« — x)% 

f ( a — X Y yf^j= = f («r-iUv/ = ia/î — 1 r xjv/t ; 

J te y^r J f * 4 2 J 


J 


4- 
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donc 


d’où 


COURS DE MÉCANIÇ (JE; ‘ 

/ 1 k\ . J T 

xy riy = — — y (a — x) ya.r — x 3 — (a — x )’ 

f xjrd - r ; ■ 

Çrydy — c — -y (a — .x) j/a.r — x 2 

‘ ' ' . • > * 

‘ t* . * . . • 


et 


( 5 ) 


V/i — ^ -*r ! — g «r’ -t- ^ r ( « — * ) *jàx — *• 

+£("-*) 3 -g« 3 - ' 


. 82. Si l’on veut avoir le centre de gravité de la demi- 
cycloïde ÀCD, il faudra faire, dyns les formules trouvées, , 


♦ Trrt 

x = a, r = T , 


et l’on aura 




37ra 2 

"8"’' 


"] 7r a 3 

17“' 


rc’a 3 - n’a’ 1- , 3,r 3 a 3 i 

3 a 3 . 


^'=1 — 37 6°' 


32 6 


d’où 


*7 na 4 « 

•«, = — fl, X< = ~? — - — 
12 4 fl 33 
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. ' SIXIÈME LEÇON. 

CENTRE UE GRAVITÉ DES SURFACES (SUITE). 

Centre (Je gravité des surfaces de révolution. — Centre de gravité d'une 
1011e sphérique — d'une xone cycfoïdale. — Théorènles de Guldin. -7- 
Volunie du cylindre. 


CENTRE DE GRAVITÉ DES SURFACES DE RÉVOLUTION. 


Fig- 3 4- 


» 

.. M’ — ! 

D 


» 





c /^ 





I- 




0 

A F 

PG l 

1 X 


83. Considérons la surface engendrée par la révolution 
d’une courbe plane CD, tour- 
nant autour d’un axe Ox situé 
dans son plan. Prenons Gette 
droite pour axe des abscisses et 
pour axe des ordonnées une per- 
pendiculaire à Ox située dans 
le plan de la courbe. 

Le centre de gravité de la surface est évidemment sur 
Ox. Ou n’a donc qu’à déterminer son abscisse OG = X t . 

Soient M (x, y) et M' (x dx, y - J- dy) deux points 

infiniment voisins pris sur la courbe. On peut regarder 
la surface engendrée par 1» révolution de l’arc infiniment 
petit MM' = ds comme celle d’un tronc de cône dont 
l’aire est alors myds ; donc si S est la surface engendrée 
par CD, on aura 

d’où 

.(») 


elS 2 TT y ds, 


■*/ 


yds. 


D’ailleurs le moment de l’élément de surface d S, par 
rapport à un plan zO y perpendiculaire à Ox, est 
a Kxy ds\ car x est l’abscisse du centre de gravité de l é- 
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lément à un infiniment petit près; le montent de Ja sur- 
face lolale est Sti : donc 


(*).’ 


ij'i = 2n J' xy <h. 


84. SiTarc CD tournait autour de l'axe dcsj, en nom- 
3S- . mant G' le centre de gravité dè 
*j ‘ la surface ainsi engendrée, on 

•'H .- > aurait 


A G H -r 


S' X OG' = . îi7 r J xy <ts- . 


Mais ou a 

I * ' 

a. 

S X OG ~ 2 


donc 


jr j' xy ils ; 


S' X OG' = S X OG , 


relation qui fera trouvcrj’une des quatre quantités S, S ( , 
OG, OG', quand on connaîtra les trois autres. 

CENTRE DE GRAVITÉ n’uNE /.ONE SPHÉRIQUE. 

8t». Soit CD un arc de cercle qui, en tournant autour 

f, 8‘ ■**’ de Ou?, engendre la zone dont 

ou veut avoir le centre de gra- 

. vi té» Posons 
' • 

OA = a , OR— l>, OE ==. R , 

• * t r 

nous aurons 



A U K as 


fl cm 
ou 

O 


. . ! .r a Rf/j 

ils =zdx 4 / i H : == ; 

V x x 

S= 2rr f y <1.1 = 2* T 

J a i 

S ~ 2t: B (A - a). 


K dx 
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, pu p o 

• Sa = 2 tt I xyds — anr Rxrfx =. 7rR (A’ — a r ): 

va ' va 


donc 

( 2 ) . 


b -t- a 


Ainsi, le centre de gravité d'une zone sphérique est 
'sur le diamètre perpendiculaire aux deux bases et à. 
égalé distance de • ces, bases. 

• -»'* , ' t , 

CENTRE DE GRAVITÉ d’uNE ZONE CYCLOÏDALE. 

86. En prenant les axes comme au n° 69, l’équation 
j. i(J 3 . de la cycloïde sera • , . 

' ■ X 


»/ 

A- 

l/\ 



t 



.'J 1 




(0 d r 

d’où 


= dx\J- 


C 1> ü X 


fis Z=Z 


dx \ja 
y/x ' 


et 


m rdx 

v? r - 


S = a 7r \[â J - 
Dr 

J' ~ J' y d ( 2 V^) = 2 y \[x — a J’ ^x dy 

. ' = i.y \[x — ï J dx\ja — xi 


ou enlin 

| S =-\iry \jax -f- (.a — x)’ + Ç. 

» % , ’ ’ ’ 

Si l’on veut obtenir l’aire engendrée par l’arc CM, on 
aura S = o pour x — o. On a donc 

C = t- —5 ; 
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donc 


COURS PE MÉCANIQUE. 


. «• o / / — 8n Ja , ■ A 8îrrt ! . 

( 2 ) Ss= 4 */ V«* “H — -r) 5 — 

« «J J 


Maintenant 


Sx, = 7.-T. \[<1 J y \[x dx; 


mais 


J y sjx dx =J. y d ^|x’ j =zl x y\/.r — ï J x’ dy 

= ^ xy \fx, -v ^ J , x \ja — x dx 

*.*• . . ' • h 

=z^xy^x-\-jJ'(a—xy dx—™j{a — xÿdx. 

En effectuant ces dernières intégrations et déterminant 
la constante arbitraire par la condition que Sx, soit nul 
pour x = o, on aura 


j Sx, = ^ n xy \fnx -H - n a' (a — x )’ 

(3) ’ • 9 

/ 8 r,- .6 

( “45"°' 

d’où l’on déduira x,. 

8 / . Si 1 on veut avoir le centre de gravité de la surface 
engendrée par la demi-cycloïde. il faudra faire 


8 


n a 

x—q, j = » 


ce qui donnera 


S 3= 2 Itfi' j^JT ^ 'j , 

* = T (* ~7s) ’ 
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THÉORÈMES UE GULDIN. 

’ . ‘ », - f 

88. Soient CD une courbe plane, l sa longueur et 
jjg 3 g, - g (xj, ÿi) son centre de gravité,; 

ds étant la différentielle de cet 
arc, on a 


V 


. 

I> 


c’] 

. £ 

; 


~ü 

4 

i B x 


■ ‘ 


Maintenant, si S est l’aire de 
la surface engendrée par la révolution de CD autour de 

O#, on a . . 

_ /% - . 

‘ . S = air JjreJs;" ■. ’t ■■ 

on aura donc 

S = 2 7TJ, x î f 

d’où l’on conclut ce théorème : 

La surface engendrée par la révolution d'une courbe 
plane autour d' un axe situé dans son plan, a pour me- 
sure la longuèur de la courbe multipliée, par la circon- 
férence que décrit son centre de gravité. 

89. Si la courbe, au lieu d’accomplir une révolution 
entière, ne tournait que d’un angle 0, en appelant S' l’aire 
engendrée, on aurait 

' S' _ 9 • ‘ - : 

S 2 JT 

d’où - . 

S’ = • — 9 = 6,r,.t. 

2 n ■ 


Or Qjr, est l'arc décrit par le point g-: on peut donc 


< 
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dire, aussi-que : La surface engendrée par une courbe 
plane tournant d'un angle quelconque autour d'une 
droite située dans son plan est égale h la longueur de 
ta courbe multipliée par l'arc que décrit son centre de 

gravité. . , 

*- 7 * \ 


90. Soit CC'D'D une surface plane comprise entre 
, Fi s- •*!)• deux courbes CD, C y D / , et deux 

. droites CA, DI? perpendiculaires 
• ü Jiv à Ox; soient G (x,, y, ) le centre 

de gravité de cette surface, et V, 
— son aire; ou aura 


AV’,: 


If ; 


les équations des deux courbes CD, C'D' étant 
.i -îWi — ?«'(*)• 


Soit V le volume engendré par la révolution de faire/ 
autour de Taxe üx situé dans son plan, on a 


V = n 


donc 


f (r-y) 


) d*) 
V — /. X 2 «j ,. 


Ainsi, le volume engendré par la révolution d'une, 
'aire plane autour d'un axe situé dans son plan est égal 
à l'aire (le la surface génératrice, multipliée par la cir- 
éoufârencc que décrit son centre de gravité. 


91 . Si l’aire n’accomplissait pas une révolution en- 
tière, le Yolutiie engendré serait égal à faire X multi- 
pliée par l’are de cercle que décrit le centre de gravité de 
faire, (• 

» -•*. • ' . , •- 

*. 92. far exemple, soit un cercle jlc rayon a, tournant 
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aulour d’un axe situé à -une distance *GH — h de son 
4°- centre, nous aurons' 


c, i 
I 


y 


/ = X = jrrt’, ‘ 

et par suite 

S = 4w’fl/i, V = 


'Si une ellipse dont les axes sont aa et •xb tourne au- " 

Fl C- 4'- tour d’un axe, situé dans son 

"N plan à une distance h de sou 

. i ! • centre, on aura 


X = irab , 

V =- 2 r 1 abh. 


93. Le théorème dé Guldin relatif aux volumes est 
susceptible d’extension. * , 

Si une surface plane se transporte dans l'espace, de 
Fig". 4*- telle sorte qu'un de ses points 

restant toujours sur une courba 
quelconque 1K , son plan de- 
meure constamment normal à 
celte courbe , le solide engendré 
par le mouvement de cette sur- 
face aura pour mesure l'aire 
de la surface, multipliée par la 
courbe que décrit son centre de gravité. 

En effet, soient MO et M'O deux droites infiniment 
voisines suivant lesquelles le plan de la surface mobile 
l’encontre successivement le plan oscillateur de la courbe 
IR au point M. Les deux plans qui auront ces droites 
pour trace étant normaux à la courbe, se couperont sur 
une droite projetée en O et perpendiculaire au plan oscula- 
teur MM' O de la courbe au point VL Celle droite est 1 axe 
du cercle oscillateur et O eu est le centre. Donc, quand la 
surface génératrice passera de la position qui correspond 
àÜM, à celle qui corrcspomLa OM', elle pourra être sup- 
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posée tourner autour de J’axe projeté en O. Dès lors le 
volume du solide engendré par ce déplacement infiniment 
petit aura pour mesure l’aire de la surface mobile, mul- 
tipliée par le petit arc de cercle que décrit le centre de 
gravité de cette surface. La même chose peut se dire de 
chaque élément de volume ainsi formé ; on voit donc bien 
que le volume total sera égal à l’aire génératrice multi- 
pliée par la courbe que décrit le centre de gravité. 

Ou remarquera que le plan de la surface mobile reste 
toujours tangent à la surface développable formée par les 
intersections successives des plans normaux à la oourbe 
directrice. 




VOLUME DU CYLINDRE. 

9t. Soit ABCD un cylindre dont la section droite est 
Fig. 43 . AB, coupé par un plan CD in- 

cliné à ses arêtes. Soient X' l’airè 
de la base AB, et r, la distance 
du centre de gravité de la base 

<p - [ -j-.j j — - supérieure à la base inférieure. 

Je dis que le volume du cylindre 
ABCD est égal à X'z,. 

En effet, soient Or, Ojr , Or 
trois axes rectangulaires, dont deux, Or, O y, soient dans 
le plan de AB. En désignant par X l’aire CD et paroi l’aire 
d’un de ses éléments infiniment petits, on aura (72) 

(1) U,z=JJt». 

Soient 0 l’angle des deux plans AB et CD, et o>' la pro- 
jection de w sur le plan AB, on aura 

w'z=wcos8, V = X cos 6. 

En multipliant l’égalité ( 1 ) par le facteur cos G, on aura 
XcoS0.S,=: j' J ' zw cos ® 
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Or, z étant la hauteur du centre de gravité de l’élé- 
ment o>, zw' est le volume du cylindre infiniment petit 

«&/, et dès lors J J zco' est le volume du cylindre entier 

ABCD. On a donc 

(3) V = Vz,. 

Ce qu’il fallait démontrer. 

95. Le centre de gravité G' de la section droite AB est 
la projection du centre de gravité G sur le plan de la 
section droite. 

En effet, soient a:,, y,, z, les coordonnées du point G, 
'et x\ ,y,t ° celles du point -G'. On a 

Xj, 

d’où l’on déduit, en multipliant par te facteur constant 
cos 6, 

Vx, = JJ *»', * X'y, = fjf u '’ 

* \ 

même 


on aurait de même 
X'x, = 

donc 


ce qui démontre la proposition énoncée. 


96. De là résulte que les centres de gravité G, G', G 7 
de toutes les sections planes faites dans un cylindre 
quelconque sont sur une même droite parallèle aux 
arêtes. 
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F,ii(ii) on peut en déduire que le volume d'un evlindn 


*'*C- 41- 


droite AH, on aura 


d’où 
ou bien 


quelconque EFGD est égal à 
l'aire d’une section droite, mul- 
tipliée par la distance GG" des 
centres de gravitédes deux bases. 

l.n effet, soient\, le volume 
ABCD, V, le volume ABEF, et 
V le volume EFGD. En dési- 
gnant par )/ l’aire de la section 

V, = V.GG', 

V,=:V.G'G", 


V — V, — V, = X' (GG' — G' G"), 
V = x:.GG". 
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CENTRE DE GRAVITE DES VOLUMES. 

r.ontre de gravite du cône. — Centre de gravité du secteur sphérique. - 
Centre de gravité des solides de révolution. — Corps dont îc centre de 
gravité s’obtient par une seule intégration. — Volume et centre de gra- 
vité d’un corps quelconque. 


Fig. ^5. 


CENTRE 1)E GRAVITÉ DU CÔNE. ' 

97. Soit OIL un cône quelconque à base plane IL et 
posons OH = h. Soient OP — x, OP' = x -+- dx, les dis- 
tances au point O de deux sec- 
tions planes, infiniment voi- 
sines et parallèles à la base. 
Nommons u l’aire de la section 
il et b celle de" la base IL. On 
peut considérer la tranche iil'i ' 
comme un cylindre ayant pour base u et pour hauteur 

dx. Ce volume sera donc udx, ou ~-dx â cause de Lé- 
galité 



M 

x 1 


b' 

1? 


Par suite on aura pour le volume du cône 


-r 


b. z 1 dx 


(«) 


V = - 


bh 


Appelons maintenant ar, la distance du centre de gra- 
vité du cône à un plan parallèle à IL mené par le sommet . 
Le centre de gravité de la tranche infiniment mince ili'l' à 
ce même plan est x, en négligeant des quantités infini- 
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ment petites. Ou aura donc, en prenant les moments par 

rapport à ce même plan, 

v '' = j 


donc 

bh' bh ’ 


V *' = 4V = T’ 

d’où 

3 , 

( 2 ) 

X, = J h. 

4 


D’ailleurs le centre de gravité du cône est sur la 
droite Og, menée du sommet O au centre de gravité de 
la base IL, puisque les centres de gravité de toutes les 
tranches sont sur cette droite; par conséquent le centre 
de gravité d un cône à base quelconque est sur la droite 
qui va du sommet au centre de gravité de la base et aux 
trois quarts de cette droite à partir du sommet. 

98. En appliquant ce théorème à la pyramide trian- 
gulaire, on démontre aisément que le centre de gravité 
d’une telle pyramide est le même que celui de quatre 
poids égaux appliqués à ses sommets, et, par suite, que la 
distance du centre de gravité à un plan quelconque est 
le quart de la somme des distances des quatre sommets à 
ce plan. 


CENTRE DE GRAVITÉ DU SECTEUR SPHÉRIQUE. 


99. 


Ki ff . 46. 


On peut concevoir le secteur sphérique en- 
gendré par la révolution du 
secteur circulaire BOA autour 
de OA, comme décomposé en 
une infinité de pyramides trian- 
gulaires équivalentes, dont les 
bases seraient les éléments trian- 
gulaires infiniment petits de la 
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zone, base du secteur sphérique. Or les centres de gravité 
de toutes ces pyramides se trouveront uniformément dis- 
tribués sur la zone décrite par la révolution de A'B', arc 


dont le rayon OB' = ^ OB. Donc le centre de gravité du 

secteur sphérique coïncidera avec le centre de gravité de 
cette zone. Ce point sera donc le point G situé à égale dis- 
tance de A' et de D', D' étant le point où la corde de 
l’arc B'A'C' rencontre OA. 

Si l’on désigne par /• le rayon de la sphère cl par a 
l’angle AOB, on aura 

3 3 

OD' = -7 OI> = y r cos «, 

4 4 


donc 


ou bien 



OG = 


OD' 4- OA' 
2 



r(i -4- cosa). 


OG = y r cos’ - a. 

4 2 


Ainsi on obtiendra le point G en projetant le point A' sur 
la bissectrice de l’angle AOB, et en projetant cette pro- 
jection sur OD. 


CENTRE DE GRAVITÉ DES SOLIDES DE RÉVOLUTION. 

100. Soit CDC'D' une surface plane comprise entre 
deux courbes CD, C'D' et deux 
droites parallèles CC', DD'. Sup- 
posons que cette aire tourne au- 
tour d’une droite Oi, située 
dans son plan et perpendiculaire 
à CC'. Considérons la bande in- 
finiment mince MNM'N' limitée aux deux courbes CD 
et C'D' et aux deux parallèles infiniment voisines PM et 
I. 5 


Fie- 47. 


y 


mJ 

« 

1) 


c 

H 

J 

Ky' 

w 


c 

h 

j 

1 


0 

A P Q 

B Ji 
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QN. Soient 

OP = x, PQ = dx, PM = y, PM' = y'. 

Le volume engendré par MM'NN' peut être regardé 
comme la différence de deux cylindres ayant pour hau- 
teur commune dx et pour bases les cercles décrits par 
les droites PM et PM' : ce volume sera donc 
n (j r, —y , )dx, 

• <* * 

et si Y est le volume total, on aura, en posant OA = a, 
OB ±t: in, c ' ' 

r 4 

O ... , . 


V = 7r J [y' — /')dx. 


Maintenant x étant l’abscisse du centre de gravité du 
volume engendré par MM'NN', le moment de ce volume, 
: par rapport à un plan perpendiculaire à Or, mené par 
le point O, sera nx(y* — y'*) dx. Donc si x, est l’ab- 
scisse du centre de gravité que l’on cherche, on aura 

(a) \x,— i t J' (y' — y' 1 )xdx, 

égalité qui fera connaître x, . 


COliPS DONT LE CENTRE DE GRAVITÉ S OBTIENT PAU UNE 
SEULE INTÉGRATION. 

101. On peut obtenir par une seule intégration le 
Fit;. 48 . centre de gravité d’un corps 

lorsqu’il est décomposable en 
éléments infiniment petits, 
ayant leurs centres de gravité 
en ligne droite. 

Considérons, par exemple, 
un segment d’ellipsoïde com- 
pris entre deux plans parallèles 
AL et BM. 

Menons par le centre O de 1 ellipsoïde un plan zO>', 
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parallèle à ces deux plans ; soient Ojf, Os, deux diamètres 
conjugues de la section ainsi obtenue, et Ox le diamètre 
conjugué à ce plan diamétral. Le diamètre Ox passera 
par les centres de gravité de toutes les sections parallèles à 
z O y, puisque ces centres de gravité sont les centres de 
toutes ces ellipses. 

Or 2 a, 2 b, 2 c étant les longueurs des trois diamètres 
conjugués, l’équation de l’ellipsoïde sera 



On peut concevoir le segment ALBM comme formé 
d’une infinité de tranches infiniment petites, limitées pai- 
lles plans parallèles à z O y. Soit PRP'R' une de ces 
tranches, telle que OP = x, OP' = x-+- dx. Le volume 
île cette tranche diflërera infiniment peu de celui d’un 
cylindre qui, ayant l’ellipse PR pour base, aurait pour 
hauteur la distance entre PR et PR'. Or l’équation de 
l’ellipse PR est 



et par suite son aire est 



0 étant l’angle zOy. D’un autre côté, X désignant l’angle 
que le diamètre Ox fait avec le plan diamétral z O y t 
dx sin X est l’épaisseur de la tranche; le volume de cette 
tranche sera donc 


7r hc sin Qsinï 



Par suite, x — a, x == (5 étant les équations des plans 
A’L, RM, le volume V du segment sera 


irècsinS.sinX f <* , . , 

\ = jr— - J* r, 


O . 
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ce qui donne, en intégrant, 




(*) v = 


nbc sin G sin * 

3o J 


(3— «)(3« s — <x J — «p— p>). 


Maintenant le centre de gravité G du segment ALBM 
est sur le diamètre Ox, et comme l’abseissc du centre de 
gravité de la tranclie infiniment petite dillère infiniment 
peu de x, 


Tl 


bc sin 6 sin> 
n‘ 


(fl* — x , ')xdx 


sera le moment de cette tranche par rapport au plan zO j 
et à la direction Ox. D’un autre côté, si OG = X|, 
Vx, sera le moment du segment. Ou aura donc 


ou 


îrècsinflsinX C ^ , 

Vi,= — J (a'-x')xdx 


n bc sin 8 sin X , „ ' , 

V ‘ r,== 4** (P — “ )( 2 " ~ “ P’)» 


d’où‘, en divisant par V, 

_ 3(a-hü)(2,d — — p>) 

1 ; 4 [ 3 — a* — “P — p ! j 

. » 

On doit remarquer qne x, ne dépend ni des dia- 
mètres ib et sc, ni des angles 6 et X, en sorte que celte 
formule donne immédiatement l’abscisse du centre de 
gravité d’un segment sphérique dont le rayon est a et 
dont a et (3 sont les distances des bases au centre de la 
sphère. 


CENTRE DE GRAVITÉ d’un CORPS QUELCONQUE. 

102. Supposons le corps rapporté à trois axes rectan- 
gulaires Ox, Oj , Ox. Si l’on mène une infinité de plans 
parallèles au plan xOj', on partagera le solide en une 
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infinité de trauches dont les bases seront parallèles à ce 


Fig- 49- 



plan ; en menant des plans 
parallèles au plan zOx, on 
décomposera chaque tran- 
che en une infinité de petits 
filets prismatiques ayant 
toutes leuÈs arêtes perpen- 
diculaires aü plan zOy, et 
enfin au moyen de plans parallèles au plan z Oy, cha- 
cun de ces filets se trouvera partagé en une infinité de 
parallélipipèdes infiniment petits dans toutes leurs di- 
mensions. 

Soient M(x.y,z) et M'(x-l-<ir, y-\- dy, z-\-dz) 
deux sommets opposés d’un de ces parallélipipèdes infini- 
ment petits. Son volume sera dxdydz et par consé- 
quent, si V est le volume du solide entier, on aura 


(>) 


= /// 


djtdy dz. 


Si le corps est homogène, cette intégrale triple pourra 
être considérée comme représentant le poids du corps. Si 
le corps n’est pas homogène, le poids de l’élément MM' 
sera représenté par pdxdydz et le poids du solide en- 
tier P par la formule 


(*) 


’-fff pdxdydz, 


p désignant la densité du corps au point (x, y, z). On sup- 
pose que p est une fonction continue des coordonnées, 
fonction qui peut être considérée comme ayant sensible- 
ment la même valeur dans toute l’étendue d’un élément 
infiniment petit. 

Voici maintenant comment on devra elfecluer l’inté- 
gration indiquée. L’équation de la surface du corps 
donne, en général, pour un système de valeurs de x et 
de j, deux valeurs de z : soient f(x, y) la plus petite, et 
F (x,y) la plus grande de ces valeurs. On commencera 
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par chercher 1 intégrale 

I pdz, . 

eu regardant x et y comme des constantes. 

Imaginons maintenant que, de l’équation de la trace 
sur le plan des xy d’un cylindre parallèle à O z et cir- 
conscrit à la surface du corps, on lire 

,r = T(*)» jr = 4* (■*-), 


1^ première étant la plus petite et la seconde la plus 
grande des valeurs de y qui correspondent à une valeur 
attribuée à .x. En regardant x comme une constante, 
on cherchera l’intégrale définie 


Enfin 



dv 


r 

/ f> rfz - 


x = a, x — b 

• 

étant les équations de deux plans parallèles au plan zOr, 
l’un mené par le point le plus rapproché, l’autre par le 
point le plus éloigné de ce plau sur la surface du solide, 
on aura 


J r k /•♦(*) 

! t/x I dy / pdz. 

a J v (r) - Jfyjr) 

103. Pour trouver maintenant le centre de gravité 
(x,, y x , z,) du solide, observons que xpdX, yptl\, 
zpdX seront les moments du parallélipipèdc MM' par 
rapport aux plans coordonnés, en regardant x, y , z 
comme les coordonnées du centre de gravité de ce paral- 
lélipipède. On aura donc, d’après le théorème des mo- 
ments. 
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Si le corps était homogène, le facteur constant p pourrait 

P 

sortir (lu signe d’intégration et, en remplaçant - par V, 
on aurait 


( 5 ) 


Vj " =///'"' 
— ///■ 


:w/V. 


Les limites de ces intégrales sont les mêmes que pour 
l’intégrale qui représente le volume. 




VA 

"3 î J*'T 
1 



Digitized by Google 



72 


COURS DG MÉCANIQUE. 


HUITIÈME LEÇON. 

VOLUME ET CENTRE DE GRAVITÉ DES CORPS RAPPORTÉS 
. A DES COORDONNÉES POLAIRES. 

Coordonnées polaires. — Poids et volume d’un corps rapporté 4 des coor- 
données polaires. — Coordonnées polaires du centre de gravité. — 

Limites des intégrales qui entrent dans les formules précédentes. 

Application. 



COORDONNÉES POLAIRES. 

104. Soient, z = MP, 7 '= PQ, x = OQ les coordonnées 
Fig. 5o. rectangulaires d’un point M. Ce 

point peut être déterminé par 
sa distance OM = r à un point 
fixe O, par l’angle MOx == 0 
que fait le rayon vecteur OM 
avec l’axe fixe Ox, enfin par 
l’angle MQP = t p que le plan 
MOx fait avec le plan fixe xOy. Les quantités r, 9, sont 
dites les coordonnées polaires du point M. 

On voit que les coordonnées polaires déterminent le 
point M par l’intersection de trois surfaces, savoir une 
sphère décrite du point O comme centre avec r pour 
rayon : un cône de révolution dont Ox est l’axe et dont 
la génératrice fait avec l’axe un angle 0; enfin un plan 
passant par Ox et faisant qn angle avec le plan xO y. 

4U5. LeS formules propres à passer des coordonnées 
rectangulaires x, y, z aux coordonnées polaires r, 9, se 
tirent immédiatement de la considération des triangles 
MOQ et MPQ qui donnent 

( x = r cos 6, 
y = rsinScos i|>, 

' z =rsin®sinij(. 
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106. Inversement, pour passer du second système au 
premier, on aura les formules 


(=>) 


V*’ î’, 


J tang^ = -» 

Y 


cosS = 


'Jx > + y' + ; 


Fig. 5i . 


POIDS ET VOLUME DES CORPS RAPPORTÉS A DES 
COORDONNÉES POLAIRES. 

107. Soit M(r, 0, un point pris dans le corps 
considéré. Décrivons dans le 
plan MO.r et du point O 
comme centre deux arcs de cer- 
cle MI et LR, avec les rayons 
OM = r et OJL = r -+- Ar, ter- 
minés à la droite OR telle que 
LOK= A9. 

Si l’on imagine que le qua- 
drilatère plan IMLR tourne autour de Ox d’uu angle 
A<p et vienne en I'M'L'R', nous obtiendrons un petit 
solide MR' que nous prendrons pour l’élément du volume 
total. D’après le théorème de Guldin (90), MR' aura pour 
mesure l’aire IMLR multipliée par l’arc de cercle que 
décrit le centre de gravité G de cette aire. Or 

IMLR = OKL — OMI = — (/•-+- Ar)’A6 — — r ! A0. 

2 ' 2 



ou bien 


IMLR 


= { r+ Z Ar ) 


brh B. 


D’un autre côté, si u est la perpendiculaire GH abaisséedu 
point G sur l’axe Oj:, l’arc décrit par le point G sera 
égal à ûAip. Mais le point G étant compris dans l’inié-. 


Digitized by Google 



y 4 y COURS DE MÉCANIQUE. 

rieur du quadrilatère IKLM, peut devenir aussi voisin 
que l’on voudra du point M en prenant A9 et Aip assez 
petits. Par conséquent, GH différera peu de la perpendi- 
culaire MQ — r sin 0 abaissée du point M sur l’axe Ox : 
on aura donc .. 


( i) u = rsin 9 + a, 

a. désignant une quantité qui tend vers o en même temps 
que A /• et A(? ; et par suite 

(a) AV = (rsinS a) 

Mais si l'on appelle p la densité du solide au point M, 
p + 6 sera la densité moyenne de l'élément de vo- 
lume AV, 6 devenant nul à la limite. En appelant AP 
le poids de cet élément, on aura donc 

AP = (p-(- 6) A V 

et par suite 

(3) AP = (p 4- S^rsinS -H a)^r-fc- - 
De là on conclut 





A r A 0 A i|/ . 


P = ipr 2 sinÔAr AÔ>A>J/ ly ArAG A\|/. 

Or si l’on suppose les accroissements A r, Ad, Ai|/ de plus 
en plus petits, on a, 


lim ly ArAOAi|>=:0, 

liiliïpr’sinS Ar A0 Ai|i = J' j J' pr’sinO^rrfS </\|/. 


Donc 


( 4 ) 



r 7 sini drdQ dÿ , 


relation que l’on aurait pu obtenir plus rapidement par 
la méthode des infiniment petits. 

Quand le corps est homogène, p est une constante qu’on 
peut faire sortir du signe d’intégration, et si l’on observe 


Digitized by Google 



HUITIÈME leçon . 

nue - est égal au volume V du corps, ou aura 
P 


(5) , 


V = J* J' J' r > sin0</rrf0i/\|i. 


COORDONNÉES POLAIRES DU CENTRE DE GRAVITÉ D UN CORPS. 

108. En posant dV — pr* shiOdniddty, un raisoimc- 
nient analogue à celui que nous venons de faire nous don- 
nera pour les moments du solide par rapport au trois 
plans coordonnés les intégrales 

;///-• ///-• ///-• ; ; 

et comme ces moments sont aussi égaux a Pac,, P )'i , P z t i 
on aura finalement, pour déterminer les coordonnées 
rectangulaires du centre de gravité solide, les formulés 
suivantes : 


(4) 


( 6 ) 


P 

Pjt, 


SU pr’sinÔrfrrfS ei\ |i, 

= /// p r 1 sin 0 cos 0 drdbd-)/, 
P r ,= Ç j' J ' p r 3 sin 1 0 cos -tytlrdQ il-]/, 

"SU p r 5 sin 1 0 sin i|i <lrd6 rfij/ . 


On obtiendrait eusuiteles coordonnées polairesp,, 0,, <p,, 
du centré de gravité à l’aide des formules du n° 106. 


LIMITES DES INTÉGRALES PRÉCÉDENTES. 


109. Quant aux limites de ces intégrales, il faut distin- 
guer deux cas, suivant que l’origine des coordonnées 
est dans le corps ou hors du corps. 

Dans le premier cas, i° on-intégrera d'abord par rap- 
port à r en regardant 0, ifi, f/9, fl<p comme des constantes. 
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depuis r= o jusqu’à r=J’(6, p), l’équation polaire de la 
surface du corps résolue par rapport à r étant 

'•=/(. 8 , 

On aura ainsi le poids et le centre de gravité d’une pyra- 
mide infiniment petite ayant son sommet au point O et 
dont les quatre arêtes seraient les droites OL, OK, OL', 
OK' qui correspondent aux angles 0 et 1 1/. 

2 °. On intégrera ensuite par rapport à 0 en regardant p 
et dp connue des constantes, depuis 0 = o jusqu’à 6 = jr, 
ce qui donnera le poids et le centre de gravité d’une tranche 
infiniment mince comprise entre deux plans infiniment 
voisins passant par Ox et correspondant à un angle i p. 

3°. Enfin on aura le résultat définitif eu intégrant les 
quatre expressions trouvées par rapport à p entre les 
limites p = o et p = in. D’après cela la formule qui 
donne P, pourra s’écrire 


f in rt 

dp I sin 0 c/0 I 

«- w «/O « )q 


!/(*.« 


pr'dr. 


110. Si le point O est extérieur, on intégrera d’abord, 
Fig. 5a. par rapport à r, entre les limites 



r=/(S,H r=F(9,+). 

en supposant que l’équation de 
la surface, résolue par rapport 
à r, donne pour cette variable 
les deux valeurs 


r=OA=/(8, *), r = OB = F(fl, +). 

Soient maintenant 0' et 6" les angles que les tangentes 
menées par le point O à la courbe d”intersection de la 
surface et du plan MOx font avec l’axe Ox. On inté- 
grera par rapport à 0 depuis 0' jusqu’à 6". Enfin, on inté- 
grera par rapport à p depuis p — a jusqu’à = (3, a et (3 
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étant les valeurs du if/ correspondant à deux plans menés 
par Ox, et tangents à la surface. 

Si l'axe Ox passait par l’intérieur du corps solide, il 
faudrait intégrer par rapport à<|ide<|i = oài{< = 27t. 

Enfin, dans tous les cas, on pourrait changer l’ordre 
des intégrations; mais les limites des intégrales ne se- 
raient plus les mêmes. 

APPLICATION. 

111. Nous allons appliquer les formules précédentes à 
la recherche du centre de gravité d’un corps homogène, 
terminé par deux surfaces sphériques concentriques de 
rayons a et b et par la surface d’un cône droit ayant son 
sommet au centre commun des deux sphères. 

Prenons pour origine ce centre et pour axe des x l’axe 
du cône. Le centre de gravité sera évidemment situé sur 
cette droite. Nous n’aurons donc que la seule coor- 
donnée à déterminer au moyen des formules 

J /* “2 ÏT n « /» h 

' r/ip I sinOrfS / rV/r, 

o 9 /q *J a 


Or o n 


donc 

(3) 


r* 27r /•» « /* b 

V.r, = | rA(/ / sinScosSr/O / r % tir. 
*/o ■ */ o va 

r— ^ ... 

/*“ .i 

I sin0r/9=i — cosa = 2 Siiv - », 

Jo 2 

/•XI 

I = air; 

Jo • v 


V = tt- ( ê 1 — a’) sin’ - ». 
3 2 
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On aura ensuite 




Ainsi le centre de gravité d’une demi-sphère est situé 
à une distance du centre égale àux trois huitièmes du 
rayon, comme on le trouverait par la formuledu n° 1)9. 



Digitized by Google 



NEUVIÈME LEÇON. 


7 {) 


NEUVIÈME LEÇON. 

ATTRACTION DES CORPS. 

Loi do l'attraction. — Attraction d'une couche sphérique.*— Attraction 
de deux sphères. — Formules générales. — Réduction des intégrales 
générales a une seule. — Prppriétés de la fonction V. 


LOI DE L^ ATTRACTION. 

112. Tous les corps de la nature s’attirent mutuelle- 
ment et l’intensité de l’attraction pour deux corps est p/w- 
portionnelle aux masses ou quantités de matière de ces 
corps et en raison inverse du carré de leur distance. 

Pour éclaircir cet énoncé, supposons que deux corps 
de dimensions et de formes quelconques, ayant chacun 
une masse égale à l’unité, s’attirent mutuellement, et con- 
cevons que cette attraction ne varie ni en grandeur ni 
en direction dans toute l’étendue de ces deux corps, en 
sorte qu’elle soit la môme entre deux points matériels 
a et b de ces deux corps que celle qui aurait lieu entre 
ces deux points s’ils étaient placés à l'unité de distance l’un 
de l’autre. Appelons y l’attraction totale exercée par l’un 
de ces deux corps sur l’autre. La loi énoncée plus lia'ut si- 
gnifie que si deux points matériels ont des masses p et p' 
et sont placés à une distance « l’un de l’autre, l’attraction 

exercée par l’un d’eux sur l’autre sera mesurée par 

ATTRACTION d’une COUCHE SPHÉRIQUE. 

. J % 

113. Considérons une couche homogène comprise 
entre deux sphères concentriques dont les rayons soient 
b et c, et cherchons à déterminer l’attraction exercée par 
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la couche sur un point matériel K extérieur à celte 
couche. 

Fjc jj Soit M un point matériel île 

^ la couche; nommons p.' sa masse 

„ f. / Xir, et 6, <|/ ses coordonnées polai- 

( ( ' .'nT' k r rcs, en prenant le point O pour 

\\l _. -Syl pôle, pour axe polaire la droite 

£ 0.r qui passe par le point R, et 

enfin pour plan fixe le plan 

xOj. Posons en outre 

OK — a, MK=u. 

En nommant d\ l’élément de volume de la couche, 
on a (107) 

d V = r’sinfi drdOdÿ 

et par conséquent, si p est la densité de la substance dont 
la couche est formée, on a 

fi’ = pdV — pr' sin 6 drdQ dty. 

L’attraction exercée par le point matériel M sur le point R 
aura pour expression (112) 

M - ' 


c’est-à-dire 


/ppr’sinOrfrt/Srfij» 


1 14. Les attractions exercées par tous les points de la 
couche sphérique sur le point R sont des forces appli- 
quées en ce point et dont la résultante doit être dirigée 
suivant RO, car tout est symétrique autour de celte 
droite. Il suffira donc d’évaluer la somme des composantes 
partielles dirigées suivant RO. Or la composante sui- 
vant RO de l’attraction mutuelle des points M et R est 


f\¥ „ 


COSMKO : 


fpp' / «’ 4 - — r 1 

\ 2 au 


Digitized by Google^ 



NEUVIEME LEÇON. 

ou, en remplaçant ft' par sa valeur, 


8t . 


fy.p r 1 sin9 dr di 


mais on a 
d’où 


«’ = a 1 -+- r ! — a ar cos 0, 
udii = arsin 0 z/0. 

Donc l’expression ci -dessus peut s’écrire 


f u p rdr du d'if / 


a’ — r»\ 

«’ / 


115. Pour intégrer cette expression, on remarquera 
d’abord que >p n’y entre que par sa différentielle, car u et r 
sont indépendants de (p. En intégrant par rapport à ÿ, 
depuis zéro jusqu’à ait, on aura donc 

Intégrant par rapport à u, on aura d’abord pour l’inté- 
grale indéfinie 


/ 


t-l- 


rl \ r * — 1 a 3 

au rts « -( — 


• c. 


116. Maintenant si le point K est situé entre le centre 
Fi(j. 54. et la couche sphérique, comme 

la distance 



u — — 2 arcos 0 


doit être positive et que les li- 
mites de 6 sont zéro et rr, les 
limites correspondantes de u seront r — a et r-f- a ; mais 

Il résulte de là qu’en multipliant par et inté- 
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grant par rapport à r, on aura une constante jtour l’inté- 
grale indéfinie, et par suite zéro pour l’intégrale définie. 
O 11 a donc ce théorème : 

La résultante des attractions de tous les points maté- 
riels d'une couche sphérique homogène sur un point ma- 
s lériel placé dans son intérieur est nulle. 


117. En second lieu, si le point K est situé à l’extérieur 
de la couche, après avoir intégré par rapport à tji, il fau- 
dra intégrer par rapport à u de 11 = a — r à 11 = a -f r, 
valeurs extrêmes de « : or 




du — a-\-r — a -4-r — ( a — 


r—r—ej — ^r; 


par suite, en intégrant entre les limites b et c l’expres- 

sion — — ar. on aura 

a’ > 


4 

3 


n (c 5 — b’) 


ÙtL 

a} ' 


On peut simplifier ce résultat, en observant que si m 
est la niasse de la couche sphérique, p étant sa densité 

et Îïï(o ! — è’)son volume, on a 

^ * 

m == 

d’où résulte que l’attraction exercée sur le point est 

l .• 

a’ ' 

De là ce théorème : ^ 

L 1 attraction exercée par une couche sphérique homo- 
gène sur un point, matériel extérieur à celte couche est. 
égale à celle qu éprouverait ce point si toute la masse 
de la couche était réunie à son centre. 


118. Les résultats trouvés (110 et 117) s’étendent au 
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cas d’un corps composé de couclies sphériques et concen- 
Fig- 55 triques dont la densité varie 

de l’une à l’autre suivant une 
loi quelconque, mais de telle 
• sorte que- cette densité reste con- 
stante dans toute l’étendue d’une 
même couche. 

En effet, si le point K e3t dans l'intérieur du corps, la 
résultante des actions de chaque couche élémentaire étant 
nulle, 1 attraction totale est bien nulle aussi. 

En second lieu, si le point est à l’extérieur du corps, 
chaque couche élémentaire agissant comme si toute sa 
masse était concentrée en son centre, l’attraction du corps 
tout entier sur ce même point sera la même que si la 

masse totale était réunie au centre. • ■ r 

* 

119. Si le point K fait partie de la masse attirante, on 
concevra cellc-ci partagée en 
deux couches sphériques con- 
centriques au moyen .d’une 
sphère de même centre passant 
par ce point. L’attraction totale 
exercée sur le point par la 

couche extérieure sera nulle et le point sera seulement 
attiré par la seconde couche, comme si toute la masse 
de celle-ci était réunie au centre. 

120. Quand le rayon intérieur de la couche sphérique 
est nul, c’est-à-dire dans le cas de la sphère', les résultats 
précédents subsistent encore. En supposant la sphère ho- 
mogène, ^~j-p esl la partie de sa masse qui agit sur le 

point considéré et l’attraction a pour valeur 

c’est-à-dire qu’elle esl proportionnelle à la distance du 
point attiré au centre. 

121 . Au contraire si le point attiré est extérieur à la 

6 . 
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sphère, l'attraction exercée sur ce point sera récipro- 
quement proportionnelle au carré de sa distance au 


centre et aura pour mesure ^nfap — -• Du reste la com- 


paraison des expressions ~ r. fu.ç — 7 et | ir fpp a fait soir 


que l’attraction a sa plus grande valeur quand a — c, 
c'est-à-dire quand le point est à la surface de la sphère et 
que cette attraction est nulle pour a = o ainsi que pour 
a = ao , ce qu’il était facile de reconnaître à priori. 


ATTRACTION PE DEUX SPHÈRES. 


122. Soient deux sphères de rayons a et b et dont les 
centres soient à une distance c l’un de l’autre. 

Tous les points matériels de la première sphère attirent 
une molécule de la seconde comme s’ils étaient réunis 
au centre de la première. On peut donc remplacer celle-ci 

par un point matériel de masse roa*. L’attraction exer- 


cée par la seconde sphère sur ce point matériel étant la 

même que si la masse ^ Ttp' b s de celle-ci était réunie à son 

centre, il en résulte que l’attraction mutuelle des deux 
sphères sera égale à 


i(i 7r’pp ' a* b* 

9 c2 


Ainsi deux sphères homogènes (ou composées de 
couches homogènes dont la densité varie d’une couche 
à l’autre) s’attirent comme deux molécules de même masse 
placées à leurs centres respectifs. 


FORMULES GÉNÉRALES. 

128. L’attraction exercée par un point Mfx, y, z ) de 
masse dm sur un point O (a, f3, y) dont la masse est p. 
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fpdui 

~',~ r 

et les composantes deccttc attrac- 
tion élémentaire, parallèles aux 
axes de coordonnées, sont 


dm, Wl-Û dm, 
u 1 td « 


eu regardant ces composantes comme positives quand elles 
tendent à diminuer les coordonnées du point attiré. 

Pour avoir les composantes A, 11, C de l’attraction 
totale exercée par tous les points du corps attirant, il fau- 
dra intégrer les expressions précédentes dans toute 1 éten- 
due de ce corps. On aura ainsi 

■ . 

12i. Pour rendre l’intégration plus facile, transportons 
l’origine au point attiré et désignons par g, h, l les angles 
(jue la droite OM fait avec les axes de coordonnées. On a 

x — a % r — S z — y 

COS S = T cos A = , cos A = • 

U . U U 



Prenons en meme temps des coordonnées polaires u, 0, ifi 
liées aux angles g, h, l par les formules 

^ cos £ = cos 0 , 

(2 < cos/( — sin 9 cos'J*, 

I cos /i = sin 0 sin 

[ce qu’on voit en faisant u ou r= 1 ( 105)]. D’ailleurs 011 a 
dm — 0 id du sin 9 rf9 d^. 
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cosg-rf«sinû</8f/i{/, 


J ' ® = — fy 'J* J* f P c °sA dusinQdQdÿ, 

I C = — fft J' J" Ç p cos X- dusin9 d6dÿ. 

Si le point O est intérieur, il faut intégrer par rapport 
à u depuis u = o jusqu à u = R, R désignant le rayon 
vecteur terminé a la surface du corps 5 par rapport à 0 , 
depuis 0 = o jusqu’à 0 =,jr; par rapport à <J/, depuis ip = o 
jusqu’à ^ = 27 t. 

RÉDUCTION DES INTÉGRALES GÉNÉRALES A UNE SEULE. 

12o. Les intégrales comprises dans les formules ( 1 ) 
peuvent être ramenées à la seule intégrale triple 

u, '-///?. 

étendue à toute la masse du corps. 

En effet, puisque 


— x ) dm 

1? : 

—y) dm 
« 3 ’ 

— z) dm 


dX 

dz' 


r - f 

= —/(A — • 

d’t 


on aura 

\ 

dV 

da. 


(5) J 

d\ 

d?~ 

-///- 

( 

dX 

- J // 12 

par suite ( 123) 




[ A = -/> '■ 

( 6 ) 


\ B = -/f* : 
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Ainsi tout le calcul se réduit à la détermination de la 
fonction V. 

PROPRIÉTÉS DË LA FONCTION V. 

126. Si le point attiré est extérieur, la diflérenlielle 

» ' 

— ne devient pas infinie dans les limites de 1 intégra- 
it 

ti’on. On peut donc appliquer les règles de la différentia- 
tion sous le signe à l’intégrale définie 

dm 

(.) “ 

et l’on en tirera 


( a ) 


'“///* 

' £ ï = f f fjli 

? + d(? + df J J J dm W' 


d a ? 

Mais à cause de 


U U 

' dl - + 57 V 


on a 

« = — .t)" 

, J 

X 

1 

'erb 

1 


d- 


(3) 

u 

a — JC 

dix 

u* ’ 


d'- 

il 

,_ 3 (! 


H 

ou bien 

d a' 

u 


d‘ - 

u'— 3 ( 

(4) 

u 

d 3.' 

- t u 


(iM' 


On conclut de cette dernière égalité 

•,/■ 1 

(S) 


w œ- d 1 - 

U U 

+ Iw 


d'- 

ti 

dy' 


Le second membre de l’équation ( 2 ) est donc nul et 
l’on a 

. d'y d'\ d'\ 

( 6 ) T, 


d%' 


df 
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127. Quand le point attiré est intérieur, il faut prendre 
les formules (3) du n° 124. On en déduira 


J’V J’V J’V 

Ja’ JS’ dy ’ 


i (d A JB JC\ 
- f- — -t- — 1 

F V' 




fy. \d a JS dy ) 

dp de 

— -I- COSA- ~ 
a y / 


. / dp dp d o\ 

sin 0 du d Qd'L ( cos g — h cos h -+• cosÆ -r- ) 

1 d oc. r/6 «7 / 


r/6 


-///•* 

rr jr , jr , jr\ 

■+• J ^ pj sin 6 JS Ji|i ^cosg 1 — h cosA -H- cos A |» 

p, et R désignant les valeurs de p et de u à la surface. On 
a d’ailleurs 

dp dp dp dp 

cos g , -4- cos h — + cos A — = > 

Ja Je J7 du 


dZ 


JR J R J R 

cos g — 1- cos n —— + cos k -7— = • 

da. d 6 dy 


Par conséquent 


J’V J'V J’V 

Ja’ JS' J7 


l~ f ff S ^ rf “ 


-// p, sin 0 J0 J\|/. 

Mais si l’on désigne par p, la densité du corps au point O, 
on a 

J' j* ’ J'sia fl JftJiJ» -j- du — 2 71 J' (f’ — p,) sin 0 J0 

= — 4 n pi -f J' J * pi ® J® J’I' : 


donc 

(7) 


J'V J 5 V J'V 

J? jF + -dï=-**f" 
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ATTRACTION D’UN ELLIPSOÏDE HOMOGÈNE SUR EN POINT INTÉRIEUR. 


Formules relatives à l'ellipsoïde. — Conséquences de ees formules. — 
Suite de l’intégration. — Formules de Jacobi. — Cas où l'ellipsoïde est 
peu différent de la sphère. 


FORMULES RELATIVES A L ELLIPSOÏDE. 


128. Proposons-nous de trouver l’altraction de l’ellip- 
soïde 


(i> 


x' y 2 z 5 


sur un point intérieur (a, G, y). 

Pour avoir la valeur de R, il faut faire 

I x = a -H « cosg’, 
y =6 4 - « cos h, 
z = y -h u cosX', 

dans l’équation ( 1 ), ce qui donne 
( 3 ) pu 2 + 2qn= l, 

en posant 


(4) 


cos 3 g’ cos 1 h cos 3 X 
~a r + ^ ~c 2 ~' 

a cosg’ E cos h 7 cos ^ 

a 2 b 2 c 2 


P = 
9 


l — 1 


a 2 b 2 c 2 
O 11 tire de l’équation (3) 


— r/± \lq 2 +pt 


Connue pull sont positives, on a deux valeurs de h, 1 une 
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— q + s/q’+pl 


5 l’autre négative qu’il 


faut rejeter, car le rayon vecteur est une quantité posi- 
tive, sa direction étant déterminée par les angles g , h, Z 
qui peuvent être aigus ou obtus. On prend donc 


R = 


—7 + vy-t-p' 
p 


et l’on a, en intégrant par rapport à u, li première des 
formules (3) du n° 124 et en omettant le facteur con- 
stant /po, 

A — — f I Rcosg.sin6f/6f/-l< ' r • 

«y «/ a x 


OU 

( 4 ) A 

et de même 

(5) 




q — -h pl 


cosg.sin6 f/6 </•]>, 




-// 


y — '/q , -*-/> / 


cos A . sin6f/6f/i}i, 


y — vV -t-pi 


cos X sin6f/6 f/^. 


129. On peut supprimer le radical 'Jc/'-hpl dans ces 
formules. Par exemple,' la partie 


ff VZ 


+ pl 


cos g . sin 6 rf6 d-\ 


qui entre dans la formule (4) est nulle, car si l’on consi- 
dère un élément de l’intégrale double correspondant à une 
certaine direction (0, <p) du rayon vecteur, puis l’élément 
correspondant à la direction opposée (ît — 0, 7t-(-<Ji), 
cos^ ou cos0 changera de signe sans changer de valeur en 
passant du premier élément au second et sin 0 ne chan- 
gera pas, de sorte que les deux éléments étant égaux et de 
signes contraires se détruisent, l.a valeur de A se réduit 
donc à 


ffi 


cos g . sin 6 f/5f/-{/ 


* 
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ou, eu remplaçant q par sa valeur (128), 


9 1 


( *iff 


cosgeos/i . „ .. 

— ” sin QdQtty 


' COS il cos/ 


sin 9 dO d-S/. 


130. En prenant deux éléments pour lesquels 0 ait 
deux valeurs supplémentaires tandis que ÿ sera le môme, 
ou, ce qui revient au même, deux éléments qui répondent 
à des valeurs supplémentaires de g et aux mêmes valeurs 
jde h et de A, on voit que les deux dernières intégrales sont 
composées de parties qui se détruisent deux à deux, et A 
se réduit à la première intégrale. Une simplification ana- 
logue aura lieu dans les valeurs de B et de C. On aura donc 


sin9<7 9 d\ 


(7) 


) 6 r Ccos'h . AJAJ1 

< B = t- | | -.sin 6rf9rfA, 

j b 'JJ P 

f C = J f J^.sinOdO^, 

ou en remplaçant cos g;, cos A, Cos k par leurs valeurs (121), 
C r " b' c' cos' 0 sin QdQdù 

“ “ J J * 

-// 


(8) B 


'c- cos'9 -t- rtVcos^sin-fi -i- a'b : sin’-)/ sin J 9 
a ! c , sin ! 0cos î J/c/9 d-tf • 
b'c' cos'9 -+- n’r'cos'^sin'O -f- ai’ sin 3 9 ’ 

ç Ç Ç n 2 é’sin. J 9sin J ,{/f/9<fi{/ 

* J J b'c'cos'O ■+■ n'c’cos'^sin^ -+- « , 6 1 sin , i]«sin , 0 


CONSÉQUENCES DES FORMULES PRÉCÉDENTES. 


131 . Avant d’effectuer les intégrations, on peutdéduire 
de ces formules plusieurs conséquences. 

i". Tous les points situés dans un même plan perpen- 
diculaire à un axe sont également attirés dans le sens de 
cet axe et les composantes de l'attraction sont proportion- 
nelles aux distances du point attiré aux trois plans prin- 


* 
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cipaux (le l’ellipsoïde. Par conséquent, celle aiirarlion 
reste parallèle a une même direction pour tous les points 
situés sur une ligue droite passant par le centre et elle 
est proportionnelle à la distance du point attiré au centre. 
2 °. On a 

A B c r r . „ ,, . 

— + vH — = / I sinQ dQ dû =l 4 7r 

“ s 7 JJ 


et 


d A 

~dl 


(/B 


i/C. 


d e + dy ~~ 1 : 


cas particulier de la formule (y), n° 127, 
iPV d‘\ d-X . 

3°. Les valeurs des composantes A, 15, C ne renferment 
que les rapports des axes de l'ellipsoïde •, elles restent donc 
les mêmes quand ces trois axes varient proportionnelle- 
ment, c’est-à-dire deviennent na,nb , ne. Donc une couche 
homogène comprise entre deux surfaces ellipsoïdales con- 
centriques, semblables et semblablement placées (homo- 
thétiques), n’a aucune action sur un point placé dans 
l’espace vide intérieur, et par conséquent 1 action d’un 
ellipsoïde sur un point de sa propre masse se réduit à 
celle de la partie de ce corps qui est terminée par une sur- 
face concentrique et semblable à la sienne et passant par 
le point donné. 

SUITE DE l’ INTÉGRATION DES FORMULES DANS LE CAS 

de l'ellipsoïde. 

132. Comme la fonction sous les signes Ç j 
formules (8) 

Ç r Ire- ens’ Ûsin OdO dty 

JJ b.'c’cos’O -t- cos' si n *6 •+■ <rb‘ sin 2 ^ sin'O 
f C Ç rtV’sin 8cos’iJ'd6rf'(» 

’ J J A’c’cos 2 0 -h a'c' cos 2 4 sin' 9 -+- a~ b* sin* 4> sin J & ’ 

/* r «’ è’sin ■ 0 si ii 1 <10 d-if 

* J J bU cos’0 -+- a c'eos'-((sin 5 0 -+- n‘b sin’-} sin’O 


dans les 
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a la même valeur pour deux valeurs de 0 supplémentaires 
et pour des valeurs de ip telles que <j), ir — m, 7T -f- ç, 

au — ij), il suffira d’intégrer par rapport à 0 de zéro à - 

puis de doubler le résultat; et par rapport à i}/, de zéro 

à - en quadruplant le résultat. Oceupons-nous d’abord 

de la valeur de A. En mettant lés limites en évidence, on 
aura 

TT 

A = 86’c’a I cos’ 8 si n 9 <V0 
«/<> 

x r ** . 

J tt b'r 1 cos’O -f- rt’c’cos’iji sin 1 ® -+- n’ê’sin'ij/sin’O 
tangi|< = t. 


1*033111 

d’où c/iji 
ou a 

f 

>x 


rit 


+ t- 


d-\> 


sin’iji — 


i -ht- 


COS 1 4 


I + t 1 


T 


b'r 1 cos’O 


dt 


' 0 c'(b' : cos’O -t- a’sin’O; -f- 6’(é'c os'O -t- n’sin’Ojr’ 


6c y^é’.cos’O -t- n'sin’0)(r‘ cos’O -+- n’sin’6) 

à cause de la formule 

Ç dt i ( / n \ 

J tn-hnt 1 ~ ~\fmn ta n 8 ^ y m /■ ’ 


donc 


7t 

U 


êccos’OsinOr/O 


. i bc cos'üsinOr/9 

A — 4 ira j — — ■ — - 

Jo A 1 cos’O -f- n’sin’O J (c’ cos’O -t- « sin 9) 

Sans nouveau calcul on déduira B et C de A par de 
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simples permutations. On aura donc 


A = 4 ,ta i 
J a 


bc coS 3 9 sin 0 dO 


(9) \ B = 


B = 4*e ( — ... 

Jo V / (" , cos’ 


Vté'cos^-l-a’sin’e) (c 3 cos 3 9 -)-a 3 sin 3 9) 
accos'6 sin6</6 


9 + i ! sin 3 0) (c 3 cos 3 0 £ 3 sin 3 0) ’ 


„ , C* ab cos 3 9sin QdB 

C = 4 iry | - .. 

J 0 v( a ’ cosJ ® ■+■ c 3 sin 3 9) (é 3 cos 3 9 -H—' <~*sin a â) 

Ces composantes, étant positives, tendent à rapprocher 
le point O du centre de l’ellipsoïde. Elles ne renferment 
que les rapports des axes, de sorte qu’en remplaçant 
<7, b, c par nu, nb , ne elles restent les mêmes. Ainsi 
l'ellipsoïde étant augmenté d'une partie comprise entre 
sa surface et une surface semblable , t action de la couche- 
ajoutée sur le point intérieur est nulle (131, 3°). 

133. Faisant cos S = (/. on a 

. bc f' u 1 du 

A = 47 Ta.— / — - .. —, 

1 

4 f )" 1 — * fl 1 fî Qf 

ou en posant M = zobe, V = , X ,J = , 

.0 a* d* 


( 10 ) 


_ 3Ma r' du 


; 0 

En permutant a et b , on a de même 
or ^*1 


B = 4 7rê 


1 


« y/ 1 •+• A 2 




puis, faisant v 

t»f »=” e r — ^ 


V^I H- A ! u 3 n y/ 1 -+- t.\lé ' 
3Mf> 


y/i + V , /I ! 
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CU «V I -hV‘\ 


et pour C I eu posant v = — ' = 1 

1 \ « y/ , — *”«* v/n-V 3 »’/ 

i») r - 

c/o ( 1 


rf« 




134 . Posant 


v — C' — 


id du 


l v/(i (I +>.'’«) 


A = F, 

n 3 


C>3) , 


< B = 

le. 


3 MS rf.XF 

a J rfX 

3 My rf.X'F 


FORMULES DE JACOBI. 

135 . Jacobi fait 


a j , - j 

« = * d ou du — — — 

2't-+-a , y 


‘ \le -h a 

ce qui lui donne les formules plus symétriques 


2 7T 6 

(■4W 


2 -rzy 


!*a /»* ' dt 

/ « rfr 

( l + i)\/( , + ^)( , + i)( , + 7*) 
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CAS OU l'ellipsoïde EST PEU DIFFÉRENT d’une SPHÈRE. 
136 . Si l’ellipsoïde est peu différent d'une sphère, en 

b"* ~~~ Q? C* ■ 

sorte que les quantités — — — et — — — ou X* et X /l soient 

très-petites, ou développera A [formule (10)] en série 
convergente. Posons à cet effet 


^ 1 -f- \‘n‘ v < -t- a' : «' 


Pi" 1 -h P ,B* — P s M*-t- . . . , 


P, = -(X’-+-V ! ), 

2 

Pi = -^4 (V -t A' 4 ) -t- . x*v*, 

2-4 22 

p > = rfib' + x ") + i vv * 

p ' = Tjèi {V + V,) + îTB-â (v+ V,}(V + 

4-i4.j4w. 

2.4 2.4 


et il en résulter: 


3 Ma / 1 1 1 „ 1 

A = — — ( — — ^ P, -4- — P, Ps + • 

a* \3 5 7 9 

Des suites semblables exprimeront B et C. 
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ONZIÈME LEÇON. 

SUITE DE L’ATTRACTION DES ELLIPSOÏDES. 

Réduction aux fonctions elliptiques des composantes de l'attraction. — 
Cas d’un ellipsoïde de révolution. — Théorème de Newton. — Cas d’un 
point extérieur. — Théorème d’ivory. 


RÉDUCTION AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES DES COMPOSANTES 
DE l/ATTRACTION. 


137. On peut exprimer généralement A, lî, C par des 
fonctions elliptiques de première et de deuxième espèce. 

En supposant a b c, d’où X < X', on pose dans les 
valeurs de A, B, C (133) 


VK = tang<p, c* 



et l’on trouve 


(0 


Or on a 


3m* r 

T 

tang ! çf / 7 

~ a'Y* J' 

7 

i — e’sin’ip 

3MS / 

>T 

sin’iprfy 


(l 

.3 

— )* 

_3m 7 r 

,T 

sin* q> 

a'V‘ / 

c-O 

7 

i — e 1 sin’ <p 


I tangWT^TSF} 

J v'i-e’sin’? >—<■’ feTV T 

! f rfy 

1 — r ' J — c : sin’f 
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Eu mettant — [i — 7 (t — e* siu’y)], au lieu de siu ! <f , dans 
les deux dernières formules, on aura 


f sin ’7 (/<? 

1 r d ? 1 r J . - 

J y' 1 — e'sin’if 

«2 1 / : il ? V 1 — ^ 5 »n ? 

•J V^-^sin 7 ? 

et 

• 

/’ sin’ijri/if 

1 /* 1 /* 

J (1 — e’sin’y ) 7 

e ‘ J c’sin’y 

1 sinycostp 


1 y^ 1 — e’sin'y 

+ c 7 (.-* 7 ) E(C ’^ 


On représente ici, pour abréger, par F (e, f) et E(e, <p) 
les fonctions elliptiques de première et de deuxième 
espèce, savoir : 


, n 'h 

F (e, ?) = / 7 - ■.■■■■■■ 

Jo V>— c’sin’ 

E(e, ?)= f df \/ 

»/n 


i — e ! sin 3 ÿ. 


On aura donc 

3 Ma V b I 


A = 


3 Ma T b i 1 

b'—a' ac a'- ¥ *’ 


3 M 6 


(2) 


B = 


yV' — à 1 

E ( C > T ) 

F ( e > T )-i 77Â^r } ], 


c = 


( A ! — a ’) ^ c 1 — a 1 
3 M7 


(c 1 — b 1 ) ^ c 7 — 


bc(b 1 
[F(c,T)-E(c,T)l. 
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cas ou l’ellipsoïde est de révolution. 


138. Si l’ellipsoïde esl de révolution autour de son pe- 
tit axe 2 < 7 , on a b = c, V — A. La formule (133) 

A 3 M a Ç 1 «Vm 

~ " s Jo TY’TJ) 

3 M a Ç ' il 7 du 

~ ~» r Jo ' +-*’" 2 


devient 

et donne 
(3) 


3 M a . . . 

A =-^rjp( x — arc tan s x ); 


et comme en général 
B = 


3M6 Ç' u'du 

1 («+v«>)wr 


V 1 


on aura pour c — b 

b _3iM6 f" u'du 

~ ° 3 Jo (i ■+ 

On trouve, en effectuant l’intégration, 


(4) 


3M6 

2 fl 1 }. 3 


arctangX • 


— V 

i-+-W 


Pour avoir la valeur de C on remarquera que les for- 
mules (i3) du n° 134 donnent, en faisant A' = A, 


C B 

y 

on aura donc 

($) - c= rS 3 ( arcti, " sX 


> + V, 
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Les composantes R et Ç étant entre elles comme les 
coordonnées S et y du point attiré, leur résultante A' sera 
dirigée suivant la perpendiculaire J abaissée de ce point 
sur Vase de révolution et aura pour valeur 



139. Si X est petit, on développe suivant les puissances 
de celle quantité et l'on a 


A 

A' 






14(1. Dans le cas de là sphère X = o, la résultante est 
üt s i 

— - = ? TT a en supposant le point placé sur I axe desx. 


441. Si l’ellipsoïde était de révolution autour de l’axe 
ib, eu supposant c = a et b f> a, on aurait X' = o, et des 
calculs analogues aux précédents donneraient 



A — c __ 3M_ f ' u ’ r/u 
“ ~7 ~ n ' J 0 \]i-hV,0 


3M 

a n 3 V 


[>■ 



— l(ï -Wi + V)J. 


THÉORÈME DE NEWTON. 

142. On peut démontrer synthétiquement ce théorème 
de Newton qu’une couche homogène d'une épaisseur 
quelconque comprise entre deux surfaces ellipsoïdales 
semblables et semblablement placées n’exerce aucune 
action sur un point intérieur. 
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Concevons un cône infiniment étroit ayant son som- 
met au point attiré O. U 
intercepte dans la couche 
deux portions de vblumcs 
r, v' qu'on peut décompo- 
ser en tranches ou troncs de 
cônes par des plans perpen- 
diculaires à l'arête qq' . La 
masse de la tranche mn, située à la distance Oin = u du 
point O est padu, a étant la section mn : mais j=. wm*, 
en nommant &> la section faite dans le cône à une distance 
du point O égale à l’unité. L’attraction de cette tranche 
sur le point O est 

/fip — — ou /jipadn. 



En intégrant par rapport à u depuis u —Op jusqu’à 
u = Oq° p et a» étant des constantes, on voit que l’action 
de r» est égale à (Or/ — O/») ou Jupu> ■ pq ■ De même 

l’action de r-' est fppM.p'q'. Ces deux forces agissent en 
sens contraires et sc détruisent, car pq = />'q', puisque 
dans deux ellipsoïdes semblables les cordes parallèles à 
une môme direction ont leurs milieux sur un même plan 
diamétral. Donc les actions exercées sur le point O par 
les divers éléments de la couche peuvent se décomposer 
en actions deux à deux égales et contraires •, donc elles se 
détruisent. 

143. Ce théorème est vrai pour une couche infini- 
ment mince, et par conséquent pour une couche d’épais- 
seur finie, telle qu’on puisse la considérer conimc com- 
posée de couches infiniment minces, comprises entre des 
surfaces ellipsoïdales concentriques, semblables et sem- 
blablement placées, la densité ne variant que d’une 
couche à une autre. 

Si le point O était extérieur, les deux actions exercées 
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par les portions v et v' seraient encore égales, mais elles 
s’ajouteraient. 


CAS D UN POINT EXTÉRIEUR. THÉORÈME d’iVORY. 

14t. En conservant les mêmes notations on a 


=-///” 


cosgr/«sin9rfôrfiji. 

Ici on doit intégrer depuis u = R jusqu’à u=R', R et R' 
désignant les distances du point attiré aux deux points 
où la droite déterminée par les angles 9 et ^ rencontre la 
surface de l’ellipsoïde- On a donc 

A= J" J " ^ — R) cos0sinerf9 rfiji, 
ou bien (128) 

A : 




-pl 


cosÔsinOrfSrfiji. 


Il faudrait intégrer ceLte expression entre les limites qui 
correspondent à R' — R = o, c’est-à-dire pour toutes les 
directions qui tombent dans l’intérieur du cône circon- 
scrit. Mais on ramène ce cas à celui du point intérieur 
parle théorème d’Ivory. 

1 4o. Concevons deux ellipsoïdes ayant leurs axes a, b, 
c et a', b ', c' dirigés suivant les trois mêmes axes rectan- 
gulaires. On appelle points correspondants deux points 
dont les coordonnées sont proportionnelles aux demi- 
axes auxquels elles sont parallèles, c’est-à-dire que 
(x, y, z) et (x\y', z') étant deux points correspon- 
dants, on aura 

‘ f — £ Z Zl i — z l. 

a a’' b b' c c' 

Si l’un de ces points est sur la surface du premier el- 
lipsoïde, l’autre sera évidemment sur la surface du se- 
cond. ^ 


* 
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Supposons, en, outre, que les sections principales de ces 
deux ellipsoïdes aient les mêmes foyers, c’est-à-dire que 

a 2 — a'* — b 1 ' — b'* — c* — c"*. • 

Si l'on prend sur les deux ellipsoïdes deux points 
FiB . 5 9 . quelconques ni (a*, jr, z), 

p (a, 6, y) et leurs corres- 
pondants ni 1 (j/, y z'), 
p'(a', S', y'), les distances 
fxm et u. 1 m' sont égales. 

En effet, on a , - 


(7 *' -')'•* 

-f). <*"-*■> 





OU bien 


, , . , Ta ' 1 e ” >/» /x‘ r’ z*\l 

■ uml - f* '« ? = (" I ^ F -t- - - -4- -) J • 

Mais ce dernier facteur est nul, puisque l'on a 

x' 1 G' ! y' 1 


y z‘ 
ci* h 1 r . 3 


A' c* 


donc 


txm 11 m . 


116. Appelons toujours A', B', C' les composantes de 
l’attraction du premier ellipsoïde sur le point p. On a, 
en faisant abstraction du facteur fpp. 


=fff *-? 


clxilyc/z. 
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On a, en regardant x comme seule variable, 

utlu = — ( x — x)d.r , 


d’où 


f = ^ f *.= I; 

J Id J U 1 U 


donc si l’on désigne par R et r les valeurs de n qui cor- 
respondent aux limites de l’intégrale, c’est-à-dire aux 
deux points où la surface de l’ellipsoïde est rencontrée 
par une même parallèle à l’axe des x , on aura 




Considérons maintenant l’attraction que le second ellip- 
soïde exerce sur le point p' correspondant de p, et nom- 
mons A', B', G* ses composantes, on aura 

*'=//(? ' , . 
Mais r == pm, r' = p'm', donc (145) r 1 = r : de même 

R' = R. D’ailleurs dy'==.-^ dy, dz' — C - dz. Donc 

V = // (? ■ - if ) TT. ' *■' * = TT // ( ~r ~ ï) * 


, b'c' 

A =—. — A. 
be. 


On aura de même 


B' = B 

ac 


C'=^'C. 

ab 


Donc l'attraction d'un ellipsoïde sur un point exté- 
rieur p est ramenée à l' attraction d'un ellipsoïde homo- 
focal sur le point p' correspondant. 

Ce théorème subsiste quelle que soit la loi d’attraction. 

147. Pour faire usage de ce théorème, il faut calculer 
les valeurs des demi-axes a 1 , b 1 , d du second ellipsoïde. 
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connaissant ceux du premier et les coordonnées «, 6, y 
du point fj.. On a 



a 2 (5 J v ! 

—7: -+- 77; H — T, — 1 » 
a 2 b 2 c 2 



or’ 

b ' 2 — a' 2 — b‘~ a 2 = h, 
c' 1 — a' 2 = c’ — ri 2 = k , 



d'où 

a 2 6’ y 1 

a' 2 + a ' 2 + h + — 

. ' 



Cette équation donne une valeur positive pour et 
une seule, car a'* = o rend le premier membre plus grand 
que l’unité et a'*~ oo le rend moindre que l’unité. 
D'ailleurs ce premier membre décroît d’une manière con- 
tinue quand a' varie depuis zéro jusqu’à l’infini : il ne 
peut donc passer qu'une seule fois par la valeur de i. Le 
demi-axe a' étant déterminé, on aura les deux autres par 
les équations , 

à' 1 = a' 2 h, c' 2 = a' 2 -+- k. 
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» 

DYNAMIQUE. 

PREMIÈRE PARTIE. 


DOUZIÈME LEÇON. 

\ •» 

NOTIONS PRÉLIMINAIRES SUR LE MOUVEMENT. 

Définitions. — Mouvement uniforme. — Do l'inertie. — Vitesse du ns te 
mouvement varié. 


DÉFINITIONS. 


t48. La dynamique a pour objet l’étude des lois du 
mouvement des corps. On considère, dans cette partie de 
la Mécanique, une quantité dont on n’a pas eu à s’occu- 
per en statique, le temps. L’idée du temps, comme celle 
de l’espace, est une idée simple, qu’on ne définit pas; 
mais il est nécessaire de délinir l’égalité des temps. 

Deux intervalles de temps sont égaux, quand deux 
corps identiques, placés dans les mêmes circonstances, 
parcourent des espaces égaux dans ces deux intervalles 
de temps, quelle que soit la loi de leur mouvement com- 
mun. C’est ce qui aurait lieu, par exemple, si l’on aban- 
donnait le même corps ou deux corps identiques, partant 
d’uii même point, à I action de la pesanteur à deux 
époques différentes ; le point de départ étant le même, ils 
emploieraient le même temps à parcourir le même espace. 
De même encore si l’on suppose deux globules pesants et 
identiques, suspendus aux extrémités de deux fils pareils 
et de même longueur, dont l’autre extrémité est fixe, et 
qu'à deux époques différentes ces deux «pendules soient 
également écartés de la verticale, la durée de la première 
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oscillation sera la même pour l’un et pour l’autre. La no- 
tion d'une suite d’intervalles de temps égaux conduit à 
celle du rapport eommensurable ou incommensurable de 
deux temps quelconques. L’unité de temps généralement 
adoptée est la seconde. Nous n’avons pas à la définir ici. 

MOUVEMENT UNIFORME. 

1-49. Le mouvement le plus simple que puisse prendre 
un point matériel est celui dans lequel ce point décrit 
uneligne droite, sur laquelle il parcourt des espaces égaux 
dans des temps égaux. Ce mouvement est dit uniforme et 
sert de terme de comparaison à tous les autres mouve- 
ments. On appelle mouvement varié tout mouvement 
qui n’est pas uniforme. 

150. Quand un point M se meut eu ligne droite, l’es- 

Fig. fio. pace parcouru par ce point, 

0 _ a m x ou plus généralement sa dis- 

tance x à un point fixe O 
pris sur cette droite, est une fonction du temps l écoulé 
depuis une époque convenue, en sorte qu’on a 

j =/( t) ; 

cette équation est ce qu’on appelle V équation du mouve- 
ment. 

151. Un mouvement uniformfc diffère d’un autre mou- 
vement uniforme par la grandeur de l’espace constant que 
le mobile parcourt dans l'unité de temps. Cet espace est 
ce qu’on nomme la vitesse, du mobile. Si donc l’on dé- 
signe par s l’espace parcouru dans le temps t et par a 
l’espace parcouru dans l’unité de temps, on aura 

s 

.« = nt ou - = a. 

t 

On voit par là que l’on peut encore définir la vitesse, le 
rapport de l’espace parcouru au temps employé à le par- 
courir. 
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Si l’on rapporte la position du mobile à un point ü tixc 
pris sur la droite parcourue et que l’on désigne par b sa 
distance OB à cette origine, à l’origine du temps, il est 
clair qu’on aura 

• x = s ■+- b 

ou 

(1) x = at -t- b. 

C’est l’équation la plus générale du mouvement-uniforme. 
Pour un autre point M' on aurait 

( 2 ) x — a't-t-b'. 

Ces deux équations serviront à résoudre toutes les ques- 
tions qui concernent les positions relatives des deux 
points mobiles, à des époques quelconques. 

152. L’équation du mouvement uniforme suppose 
qu ’011 ait adopté deux unités, l’unité de longueur cl 
l’unité de temps. Le nombre qui exprime la vitesse dé- 
pend de chacune d’elles; mais le rapport des vitesses dans 
deux mouvemeuts uniformes reste invariable quand on 
change ces unités. Eu effet, si l’uuilé de temps devient 
n fois plus grande, les vitesses qui étaient auparavant 
exprimées par a et le seront maintenant par na et 11 a' : 

or — , = De même si l’unité de longueur devient p 

na a ai 

fois plus grande, les viteftes auront pour expressions nou- 
velles - et —, et leur rapport ne sera pas changé. 

En général, le nombre qui exprime la vitesse varie 
avec l’unité de longueur. Il est d’autant moindre que 
celle unité est plus grande. Ce nombre varie aussi dans 
le même rapport que l’unité de temps. 

• t 

DE L'INERTIE. 

153. 11 est évident que si un point matériel est en re- 
pos, il ne peut se mettre en mouvement de lui-même et 


Digitizad by Google 


DOUZIÈME LEÇON. IO() 

sans une cause extérieure, car il n’y a pas de raison pour 
<|ue ce point se meuve de lui-même dans un certain sens 
plutôt que dans un autre. En outre, si un point matériel 
a été mis en mouvement par des causes quelconques (que 
nous appelons des forces) et qu’ensuile il ne soit plus 
sollicité par aucune force, il devra se mouvoir suivant 
une certaine ligne droite, eu conservant toujours la 
même vitesse, c’est-à-dire en parcourant sur celte ligne 
droite des espaces égaux en temps égaux. On voit bien 
d’aboid que le point se mouvra en ligne droite, car il n’y 
a pas de raison pour qu’il s’écarte de la direction de son 
mouvement à l'instant où les forces ont cessé d’agir. Il 
n’est pas aussi facile d’admettre que sa vitesse restera la 
même ou que son mouvement sera uniforme, car il n’y 
aurait rien d’absurde à supposer que son mouvement se 
ralentisse peu à peu et cesse entièrement au bout d’un 
certain temps. Mais on observe qu’un corps, soumis à 
une impulsion et abandonné ensuite à lui-même, possède 
pendant un certain temps un mouvement sensiblement 
rectiligne et uniforme, et qui dure d’autant plus long- 
temps que les obstacles et les résistances qui s’opposent à 
ce mouvement sont moindres. Tel est, par exemple, un 
corps solide qui reçoit une impulsion sur un plan fixe 
horizontal très-poli, sur lequel il repose par une face 
plane et qui n’éprouve que peu de frottement. On est 
donc conduit à admettre que s’il était possible qu’un point 
matériel, après avoir été mis en mouvement par des causes 
quelconques, ne fût plus sollicité par aucune force et ne 
rencontrât aucun obstacle, son mouvement serait recti- 
ligne et uniforme. 

154. Ces propriétés constituent ce qu’on appelle l’iijer- 
tie de la matière. 

L’inertie de la matière consiste donc en ce que tout 
point matériel en repos reste en repos, tant qu’aucune 
cause extérieure n’agit sur lui, et s’il a été mis en mou- 
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vcmenl cl qu’ensuite aucuue force ue lui soit appliquée, 
son mouvement est naturellement rectiligne et uniforme. 

Le mot inertie ne signifie pas que la matière soit inca- 
pable d’agir, car, au contraire, la plupart des forces dont 
nous observons les effets prov iennent des actions que les 
molécules matérielles exercent les unes sur les autres, de 
sorte qu’un point matériel peut trouver dans un autre, 
mais jamais en lui-même, la cause de son mouvement. 

VITESSE DAKS LE MOUVEMENT VARIÉ. 

lo5. Il résulte de ce qui précède que tout point maté- 
riel doué d’un mouvement varié rectiligne ou d’un mou- 
vement curviligne doit être sollicité par une ou plusieurs 
forces, sans quoi son mouvement serait uniforme. Comme 
l’espace parcouru par le mobile n’est pas toujours le même 
dans des temps égaux, la définition que nous avons don- 
née de la vitesse n’aurait pas de sens dans ce cas. Pour 
concevoir ce qu’on entend alors par vitesse, imaginons 
que la cause ou force qui produit le mouvement cesse 
d’agir à un instant déterminé: le point continuera à se 
mouvoir dans la direction d'une certaine droite et son 
mouvement sur celte droite sera uniforme. On appelle 
vitesse d’un mobile au bout du temps t, la vitesse du 
mouvement uniforme qui succéderait au mouvement varié 
si, à cet instant, la force motrice cessait d’agir. 

15t>. Quand le mouvement n’est pas uniforme et rec- 
tiligne, la vitesse varie à chaque instant et d’une manière 
continue soit en grandeur, soit en direction. En effet, 
l’observation prouve qu’il n’existe pas de force qui puisse, 
dans un instant indivisible, changer brusquement la gran- 
deur ou la direction de la vitesse d’un corps ou imprimer 
subitement une vitesse finie à un corps en repos. 

On a pendant longtemps distingué deux espèces de 
forces: les forces continues , comme la pesanteur, agissant 
sans interruption sur le mobile pendant un temps fini, et 


Digitized by Google 


DOUZIÈME LEÇON. III 

les forces instantanées qu’on supposait capables d’impri- 
mer subitement à un corps en repos une vitesse finie ou 
de changer instantanément la vitesse ou la direction d’un 
corps en mouvement; mais par l’observation attentive 
des phénomènes on reconnaît que ces dernières forces 
n’existent pas dans la nature, et qu’une force ne peut 
changer d’une manière sensible la grandeur et la direc- 
tion de la vitesse qu’en agissant pendant un certain temps 
qui est quelquefois assez court pourn’être pas appréciable. 
On s’accorde aujourd’hui à n’admettre que des forces 
continues. . 


157. Soit M un point matériel qui se meut, d’un mou- 
j,-j c g, veinent varié, sur une 

„ „ M . droite Ox. Appelons x la 

*' x distance OM de ce mobile 

à un point quelconque de la direction Ox, et t le temps 
compté à partir d’une époque quelconque, temps au bout 
duquel le mobile est en M ; soit f la vitesse inconnue 
qu il possède à cet instant. Nous allons faire voir que 



On peut d’abord démontrer ce théorème par la considéra- 
tion des infiniment petits. En effet, supposons le mobile 
arrivé en M au bout du temps t. Pendant l’intervalle de 
temps infiniment petit dt qui succède au temps t , le mo- 
bile parcourt l’espace infiniment petit MM'= dx , et sa 
vitesse varie infiniment peu (15G), de sorte qu’on peut 
regarder le mouvement du mobile de M en M' comme 
uniforme. On a donc 

, , dx 

dt 

158. On peut établir rigoureusement celle formule 
par la méthode des limites. Supposons qu’après le temps t 
le mobile parcoure pendant l’intervalle de temps At 
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l’espace MM£= A.r. Ou pourra toujours prendre le 
lemps Al assez roui t pour que, pendant ce temps-là, la 
vitesse du mobile soit continuellement croissante ou dé- 
croissante. Supposons-la croissante : r étant la vitesse du 
mobile au point \I, désignons par v' sa vitesse quand il • 
arrive au point M'. L’espace A„r parcouru par le mobile 
pendant le temps A l doit être évidemment plus grand que 
l’espace eA i qu’il parcourrait s’il se mouvait uniformé- 
ment pendant le lemps A 1 avec la vitesse v qu’il a au 
commencement de cc temps, puisque v est sa plus petite 
vitesse pendant le temps A/. Ensuite A.r doit être plus 
petit que 1 espace r'A l que parcourrait le mobile s’il se 
trouvait avoir la vitesse constante v' qu’il a au bout du 
temps Al et qui est sa plus grande vitesse. 

On a donc 

r\i <C. V ' 

d’où 


A x 

\ t ^ 


Si A t tend vers zéro, v' sc rapproche indéliniment de v 
qui ne change pas ; ^ sc rapproche donc aussi indéfi- 
niment de e, de sorte que l’on a 

Ax dx 

77 dt' 

159. Jusqu’ici nous n’avons pas considéré le sens du 
mouvement. Or le point peut sc mouvoir dans le sens M.r 
ou dans le sens contraire. Mais dans l’un et l’autre cas 
la formule 

dx 
" ~ ~dt 


donnera la vitesse du mobile, pourvu que l’on convienne 
de regarder comme positive la vitesse du mobile lorsqu’il 
va dans le sens des abscisses positives, et de la regarder 

comme négative dans le cas contraire; car le rapport ^ 
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I»K L ACCELERATION. 

Ou mouvement uniformément varié. — Principe «les mouvements relatifs. 
— Comparaison des forces d'après les mouvements qu'elles impriment 
•«tu* points matériels. — Oe l'accélération dans un mouvement recti- 
ligne quelconque. 


DU MOUVEMENT UNIFORMÉMENT VARIÉ. 

102. Soit un point matériel M qui se meut sur une 
Fig. fia. droite Ox de telle sorte que 

. j . , sa vitesse v croisse propor- 

O à M æ t 1 r 

tioiinellement au temps t , 
à partir du moment ou le mobile était en un point 
donné A. Soit g l'accroissement constant de la vitesse 
pour chaque unité de temps. Le point O étant pris pour 
origine, soient OA = b l’abscisse du mobile à l’époque 
initiale, et O .VI = x son abscisse après le temps t. En 
appelant a la vitesse du mobile au point A, on aura 

(0 <’ = u -t- gt 


ilx = adt 


ou a donc, en intégrant. 


x = c -t- nt -I- 2— . 


Or pour t — o, ou doit avoir ,r = A; donc c — b, et 
l’équation du mouvement est 


( 2 ) 


x — b nt + — • 
2 


Le mouvement représenté par celte équation est dit 
uniformément varié on accéléré. 
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163 . Si l’on place le point O en A, c’est-à-dire si l’on 
compte les espaces à partir du point où se trouvait le 
mobile à l’origine du temps ; si de plus on suppose n = o, 
on aura 



Ces deux équations sont celles qui lient l’espace, la 
vitesse et le temps dans la chute des corps pesants qui 
tombent dans le vide. L’observation donne à Paris 
g = 9“, 80896 en prenant la seconde pour unité de temps. 
Il en résulte que tout corps pesant parcourt dans le vide, 
dans la première seconde de sa chute, {g ou 4 m , 90448* 


PRINCIPE DES MOUVEMENTS RELATIFS. 


Fig. r,3. 


164 . 11 existe une relation entre l’intènsité de la force 
qui sollicite un point matériel et la variation de vitesse 
que cette force produit. Cette relation se déduit d’un prin- 
cipe qu’il ne parait pas possible de démontrer à l’aide du 
seul raisonnement, mais auquel on a été conduit par une 
multitude d’observations et d’expériences, principe qui 
est vérifié par l’accord constant des conséquences qui s’en 
déduisent avec les phénomènes observés. Ce principe 
consiste en ce que si des /joints matériels M, N, P. . . se 
meuvent dans l'espace suivant 
des droites parallèles, avec une 
vitesse constante ou variable , 
mais qui soit la même pour tous 
M à chaque instant, de sorte qu'ils 

paraissent ne pas se déplacer les uns par rapport, aux 
autres , si l'un des points, M par exemple', vient à être 
sollicité par une certaine force, le mouvement relatif du 
point M à l'égard des autres points sera le même que le 
mouvement absolu qu’aurait ce point M si le mouve- 
ment commun n'existait pas et que le point M partant 
du repos fût encore sollicité par la même force. 

8 . 
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C’est ainsi que sur un bateau transporté d’un mouve- 
ment icctiligne et uniforme, les mouvements relatifs que 
nous imprimons aux corps transportes avec nous sont les 
mêmes que si le bateau était en repos. 

Mais cette loi de la nature ne peut être soumise à au- • 
rune expérience directe et rigoureuse. Elle est vérifiée 
parl'aceord des conséquences qu’on en lire avec les faits 
observés, surtout en astronomie. 

165. 11 résulte d’abord de ce principe que si un point 
matériel animé d’une vitesse acquise vient à être sollicité 
par une force dirigée dans le sens tnêmc de son tnouve- . 
ment ,_ cette force lui communiquera, apres un temps 
quelconque, un accroissement de vitesse précisément 
égal à la vitesse qu’elic lui imprimerait s'il partait de 
l’état de repos. 

Eu clïel, soit un point matériel M se motivant unifor- . 
moment sur une ligne droite avec une vitesse y. Dans un 
‘temps quelconque 0, succédant au temps f, il parcourra 
un espace eô si aucune force n’agit sur lui. Mais suppo- 
sons que, pendant le temps 5, il vienne à être sollicité par 
une force P dans le sens de son mouvement. Désignons 
par ç l’espace que cette force ferait parcourir au point M 
s’il parlait du repos, et par u la vitesse qu’elle lui im- 
primerait au bout du temps 0, vitesse égale «à ~ (158).' 

Alors le point M, animé de sa vitesse acquise v et sollicité 
en outre par la force P, parcourra pendant le temps 0 un 
espace égal à e0-+- Car si l'on considère d’autres points 
sur la même droite Or ou en dehors, se mouvant unifor- 
mément avec la vitesse y, chacun d’eux parcourra dans le 
temps 9 l’espace i’0. Or, en vertu du principe des mouve- 
ments relatifs (164), le point M, auquel seul est appliquée 
la force P. doit, au bout du temps 0, précéder les autres 
points dans le sens du mouvement d'une quantité égale à 
l’espace % que la force lui ferait parcourir s’il était d’abord 
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en repos. Le point M parcourra donc l'espace c6 4- £ 
dans le leuips 0, et sa vitesse sera 


</(p 0- t-g) 
dO 



u. 


Ainsi la vitesse v se trouve augmentée par l'action de 
la force P de la quantité u, c’est-à-dire de la vitesse que 
la force P imprimerait, après le temps 0, au mobile pris 
d’abord à l’état de repos. 

On voit de même que si le point mobile, animé d’une 
vitesse e, est sollicité par la force P eu sens contraire de 
son mouvement, sa vitesse diminuera do la même quan- 
tité u et deviendra v — u au bout du temps 0. Ainsi le 
changement de vitesse produit par une force qui vient 
solliciter un point en mouvement est indépendant de la 
vitesse précédemment acquise. 


EFFET D’UNE FORCE CONSTANTE SUR UN POINT MATÉRIEL. 

I (i(>. Supposons maintenant qu'une force P, d’intensité 
constante, agisse d'une manière continue sur un mobile. 
11 résulte de ce qui précède qu’elle devra augmenter ou 
diminuer sa vitesse de quantités égales en temps égaux. 
En effet, soit u la variation de vitesse produite par cette 
force dans un premier intervalle de temps 0, r -f- u sera 
au bout de ce temps la vitesse du mobile. Mais au bout 
d’un second intervalle de temps égal à 0, sa vitesse devra 
être e-f-u-t-u oiue-t-an; parla même raison, au bout 
d’un troisième intervalle de temps 0, sa vitesse est v 4-3;/, 
et ainsi de suite. 

Soit a la vitesse que possède le poinL mobile à 1 instant 
où la force commence à agir sur lui, et soit g la vitesse 
que la lorce imprimerait à ce point au bout de l’unité 
de temps, s'il était d’abord eu repos. Alors le mobile au 
bout du temps t aura la vitesse a -J- gt ou a — gt, sui- 
vant que la force constante agira dans le sens de la vitesse 
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initiale a ou en sens contraire. Le mouvement du point 

est donc uniformément varié ( 162). ' 

COMPARAISON DES 1 OltCES, D APRÈS LES MOUVEMENTS 
QU ELLES IMPRIMENT AU MEME POINT MATÉRIEL. 

167. INous n’avons considéré qu une seule' force agis- 
sant surlepointM. Supposons maintenant que ce mobile, 
déjà animé de la vitesse e, vienne au bout du temps t à 
être sollicité dans le même sens pendant le temps 0, par 
deux forces P et P 7 qui, en agissant séparément, feraient 
parcourir à ce point, pris à l’état de repos, des espaces £ 
et £' pendant le temps 0 et lui imprimeraient des vitesse?" 

d£ 

11 rfe’ “ rfs ’ 

Imaginons que de la position M parlent à la fois deux 
points matériels animés tous deux de la vitesse v, mais 
l'un étant soumis simplement à l’action de la force P et 
l’autre à l’action simultanée des forces P et P\ Le pre- 
mier parcourra dans le temps 6 l’espace vO -f- £, et d’a- 
près le principe (164), le second aura sur le premier une 
avance de t'. De là il suit que e0 4- £ 4- £' est l’espace 
parcouru par le point matériel M qui, déjà animé de la 
vitesse e, est sollicité pendant le temps 0 par les deux 
forces P et P 7 . Donc au bout de ce temps sa vitesse sera 

rfÇ dl' 

i’ 4- — -I- — - ou r -1- H 4- u . 
av «8 

Ainsi le changement de vitesse produit sur un mobile 
par l'action simultanée de deux forces est indépendant 
de la vitesse acquise et est égal à la somme des vitesses 
q li aurait eues séparément le mobile si, pris à l'état de 
repos, d avait été tour à tour soumis à l’action de cha- 
cune des forces P cl F. 

On verrait de même que si les forces P et P' agissaient 
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•en sens contraire, le changement de vitesse dans le temps 
0 serait égal à u — u' . 

168. Cela posé, il est facile de démontrer que deux 
forces d'intensilcs constantes sont entre elles comme les 
changements de vitesses qu elles peuvent produire sé- 
parément pendant le même temps sur un même point 
matériel. 

En effet, supposons qu’une force f agisse pendant un 
leinps 0 sur un mobile dont la vitesse acquise est v. Elle 
fera subir à ce mobile un accroissement de vitesse A. 
Soit A' la variation de vitesse qu’éprouverait le point par 
l’action séparée <f une autre force J' ; si fe l f. agissent si- 
multanément, le changement de vitesse sera A-f-A' (167). 
13onc*si f — f, on aura A -t- A' = a A. Ainsi une force a J 
produira un changement de vitesse égal à aA; de même, 
une force 3 f produira un changement de vitesse égal à 
3 A, et en général une force nf produira un changement 
de vitesse égal à «A. , 

Soient maintenant P et l v deux forces d’intensité con- 
stante, et soient u et u' les changements de vitesse qu’elles 
produisent sur un même mobile pendant un temps 0. Je 
•lis qu’on aura 

P _ u_ 

P 5 — 

En effet, si les forces P et P' sont entre elles dans un 
rapport commensurable, soit f leur commune mesure cl 
soit 

V = nf, V=n'f, 

n et n' étant deux nombres entiers, de sorte que 1 ou ait 

P_« • . ' 

P' n' 

Si A est le changement de vitesse que produirait l*a force f 
dans les circonstances déjà spécifiées, on aura 

• « =• nk, u' = n' k, 
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d’où 


donc 


COURS OC MÉCANIQUE. 

• * * • . s 

// n 
u * ~~ n ' ' 

L “ 

F — iï % 


Si les forces P ei P' n’ont pas entre elles un rapport 
commensurable, je dis que l’égalité précédente aura en- 
core lieu. 

En effet, divisons la force P eu n forces égales à f, de 
sorte que 

P = "f: 


en désignant par À la vitesse que produirait la force y, on 
aura 

u = nh. 


Si /est contenu n 1 fois dans P', on aura 

«'/< P'<K+0/, 

n' k «' ( n> ■+■ i) /’• 

T » i P’ 1 

Donc les rapports — et — tombent entre — et , 

r 1 P u n n 

et, comme ces derniers peuvent différer d’aussi peu qu’on 

voudra en prenant n suffisamment grand, on en conclut 

qne 

P u ‘ - 

¥' ~ ~i? 

Ainsi des forces d’intensités constantes sont entre 
elles comme les changements de vitesses quelles font 
subir à un même point matériel, quand elles agissent 
séparément sur lui, pendant le mémo temps. 

If)9. Ce fait est confirmé par l’expérience. 

I". Oj, sait que la pesanteur n’a pas la même intensité 
en différentes régions de la terre, et le poids d’un même 
corps varie d’un lieu à l’autre, dans le rapport des inten- 
sités de cette force. Or l’expérience montre que ce rap- 
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port esl précisément le même que celui des vitesses ac- 
quises par un même corps tombant, en ces différents 
endroits, pendant le même temps. 

2°. Soit P le poids d’un corps tombant sur un plan 
incliné, qui fait avec l’horizon un angle a. Soit P / la com- 
posante de ce poids parallèle au plan incliné : on a 

P' = P sin a. 


Or, en appelant u la vitesse acquise par le corps tombant 
librement, et u ' celle qu’il acquiert en descendant sur le plan 
Fi fi/ incliné, l’expérience montre que 



170 . Supposons qu’une force d’intensité variable sol- 
l, i(! licite un point matériel M 

m m suivant unecertainedroile 

u 1 Ojt\ Soient OM = .r etc la 

vitesse que possède le point matériel au point M, au bout 
du temps t. compté à partir d’une époque quelconque. A 
ce moment la force présente une certaine intensité P, et si 
elle agissait constamment avec cette intensité, elle ferait 
éprouver à la vitesse, pendant l’unité de temps, une 
certaine variation <p. Cette quantité <p est ce qu’on nomme 
Y accélération , et 110ns allons démontrer que l’on a 



En effet, soit A l un intervalle de temps assez petit pour 
que l’intensité de la force soit constamment croissante ou 
décroissante, lorsque le point ira de M en M'. Ici, pour 
fixer les idées, nous la supposerons croissante. Soient <p et 
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y' les accélérations qui correspondent aux points M et M 1 ; 
uctu-f- Au les vitesses du mobile en ces deux points. Si 
la force conservait pendant le temps A t une intensité 
égale à celle qu’elle a en M, ® At serait l’accroissemcrit 
de vitesse du mobile sous l’action de cette force au bout 
du temps A t. De même <j/ At serait la vitesse acquise pen- 
dant le même temps, si la force avait la même intensité 
qu’en M', dans cet intervalle. On aura donc 

y At Av y Al, 


» < — < t'- 
^ At T 


Donc, comme lim <j/ = y, on a 


Ai' 

e = hrn — : 
Al 


dv 

Jt 


171, Autrement : l’espace Ax parcouru pendant le 
temps A t est évidemment compris entre les espaces qui 
auraient été parcourus si la force avait eu constamment, 
pendant cet intervalle de temps, ou sa plus petite, ou sa 
plus grande intensité. On aura donc, si A t = 6, 


A x v ô -f. — o 6', 
2 


Or 


Ax v 0 -) a' B-. 

2 


dx , / d'.r 

Ax — — — 0 — f- I —r~ 

dt \ dt 


x \ 0’ 

- 

1 / I . 2 

„ (d'x \ 


donc 


d‘x 


: -jjp -4- a est lou|ours compris entre (f et y , cl par 


suite 


d'x 

~dÔ ~ Ÿ ' 
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Mais 


flx . 

— — V, donc 
rit 



172. Quant au sens du mouvement, l’accélération tp 
sera positive ou négative selon que la force P tirera dans 
le sens des x positifs ou dans le sens contraire; car dans 
le premier cas la force augmentera la vitesse et dans le 
* second cas elle la diminuera. On aura donc dans le pre- 
mier cas % > o, dans le second — <T o. 
rit fit 
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QUATORZIÈME LEÇON. 

DE LA MASSE DES CORPS. 

Masse d’un point matériel. — Masse d’un corps. — • Uelation entre les 
forces, les masses et les vitessos. — De la quantité de mouvement. — 
.Force motrice. — Force accélératrice. — Relations entre le poids et la 
masse. — Des unités employées eu mécanique. 


MASSE DES POINTS MATÉRIELS. 

173. Jusqu’à présent nous n'avons considéré que des 
forces appliquées à un seul et même point matériel. ]\ous 
allons maintenant examiner ce qui se passe .quand des 
forces agissent sur de3 corps de grandeur linie. Mais quel- 
ques remarques sont^liles auparavant. 

Concevons qu’un corps soit placé sur tut plan horizon- 
tal et qu’il n’y soit retenu par aucun frottement. Si l’on 
veut faire glisser ce corps sur le plan, il fant exercer un 
effort quelconque. Pour expliquer cct effort, on doit ob- 
server que si l’on agit sur un corps pour le mettre, en 
mouvement, une réactio»*en sens inverse s’exerce contre 
l’agent ou l’organe qui donne le mouvement, et celle 
réaction est la cause de la sensation que nous éprou- 
vons. En général un corps ne peut agir sur un autre sans 
éprouver de la part de cet autre une réaction égale et 
contraire. 

17i. De ce qu'il faut des efforts plus ou moins consi- 
dérables pour donner le même mouvement à des corps 
différents, on doit conclure que ces corps ne conlicnncni 
pas des quantités égales de matière. O 11 est ainsi conduit 
à la notion de la masse des corps. 
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On (lit. que deux points matériels ont des masses 
égales , quand deux forces 
égales, appliquées pendant le 
même temps à ces deux points , 
leur donnent le même mouve- 
ment. 

11 faut remarquer que cette 
définition 11 e suppose nullement que les deux points 
matériels soient formés delà même substance. Quant à 
l’égalité des forces, on doit l’entendre comme en sta- 
tique. Ainsi deux forces sont égales si, en les supposant 
appliquées verticalement aux deux plateaux d’une ba- 
lance, elles ge font équilibre. 

175. Si l'on conçoit une multitude de points matériels 
ayant des masses- égales et qu’on réunisse plusieurs de ces 
points en un seul, on formera des molécules dont les 
masses auront entre elles des rapports quelconques. 


Fig. 6ti . 

M M' 




masse UES conrs. 


I7I>. Soient A, B, C, D des points matériels de même 
F'C-G/- masse. Des forces égales .et pa- 

rallèles appliquées à ces points, 
n pendant le même temps, leur 
c feront parcourir des droites 

égales et parallèles avec une vitesse commune, laquelle, 
du reste, sera généralement variable. 11 suit de là que 
le mouvement ne sera pas troublé si ces points soin 
liés entre eux par des droites rigides et -invariables. On 
forme ainsi un corps solide, lequel d’ailleurs peut être 
quelconque. D’un autre côté, les forces égales et paral- 
lèles, appliquées à ces ditlërenls points, peuvent être 
remplacées par leur résultante qui cstparallèle aux forces 
considérées! égale à leur somme et passe toujours par le 
même point, quelle que soit d’ailleurs la direction com- 
mune de ces forces. Ce point est dit le centre de masse 
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du corps. Donc quand un corps rie figure invariable est 
sollicité par une force qui passe par le centre de masse, 
tous ses points décrivent des droites parallèles et égales, 
dans le même temps, car cette force pourrait être dé- 
composée en autant de forces parallèles et égales appli- 
quées aux différents points, égaux en masse, qui com- 
posent ce corps. 

Au contraire, le mouvement n’aurait plus lieu de cette 
manière si la direction de la force ne passait pas par le 
centre de masse. 11 y aurait alors pour chaque point tout 
à la fois un mouvement de translation dans l’espace et 
un mouvement de rotation autour du centre de masse. 

Cela posé, les masses de deux corps sont égales, 
lorsqu en appliquant des forces égales à leur centre de 
masse tous les points de ces corps décrivent des droites 
parallèles aveclamême vitesse. Les masses met m'dedeux 
corps sont dans le rapport de n à n' lorsqu’on peut les 
partager l’un en n parties, l’autre en n 1 parties ayant la 
même masse u. On aura dans ce cas 

m — n u, m' — n' (a. 

RELATION ENTRE LES FORCES , l.ES MASSES ET LES VITESSES. 

177. 11 suit de laque si des forces constantes P et P' 
appliquées aux masses m et m' leur impriment ta même 
vitesse u, elles seront entre elles comme ces masses. 

Soit —, le rapport des masses, en sorte que l’on ait 
ni — nu., ni' = n'y: 

en appelant a la force qui communiquerait à la masse u 
la vitesse u dans le temps t, on a 

P = nra, P' = «'o, 

car la force P par exemple équivaut à n forces égales A n 
appliquées aux n molécules u qui forment la masse m: 
par suite 

P n m 
- V'~~n'~n?' 
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On étendra sans peine cette propriété aux masses dont 
le rapport serait incommensurable. 

178. Supposons que deux forces d’intensité constante 
P et P', appliquées à deux corps quelconques dont les 
masses sont m et m', leur fassent acquérir des vitesses u 
et au bout d’un mèmè temps t. Je dis qu’on aura 


P' 


Appelons en etïet Q la fofee qui dans le temps t donne- 
rait la vitesse u au corps dont, la masse est ni'. On aura 


P m Q « . , , 

Q~n?' P — 77’ 1 ' 


d’où l’on déduit 


P' m ' u 1 


DE LA QUANTITÉ DE MOUVEMENT. 

179. Le produit mu de la masse d’un corps m par la 
vitesse « commune à tous ses points est ce qu’on appelle 
la quantité de mouvement du corps. Ainsi la proportion 


P 

P' 


rnu 

7/77? 


peut s'énoncer en disant que les intensités de deux forces 
appliquées à deux corps quelconques, à leurs centres de 
masse, sont proportionnelles aux quantités de mouve- 


(*) Car en désignant par q et p' les forces qui imprimeraient à une 
molécule p de la masse m' les vitesses respectives u et u', on a 

<L — “ . 

P* 

Donc la somme des forces q appliqués à toutes les molécules du corps m' 
est à la somme des forces p ' comme u est à u\ c’est-à-dire 

Q : p' = u : u'. 


Digitized by Google 



. 128 COURS DE MÉCANIQUE. 

ment quelles donnent ,à ces deux corps, d’où il suit 
qu'on peut prendre pour mesure de l'intensité d’une 
force P la quantité de mouvement mu quelle commu- 
nique à une masse //r dans un temps déterminé, par 
exemple dans l’unité de temps. On prend donc 
P = mu ; 

mais si l’on choisit arbitrairement l'unité de longueur, 
l'unité de force et l’unité de temps, on est obligé de 
prendre pour unité de masse, la masse d’un corps qui, 
sollicité par l’unité de force, acquerrait dans l'unité de 
temps une vitesse égale à l'unité de longueur. 


, FORCE MOTRICE. FORCE ACCÉLÉRATRICE. 

_ 180. La formule P =. mu donne la mesure de l'inteu- 
>ilé d’une force constante : mais elle s'étend aux forces 
dont l’intensité est variable avec le temps. Supposons en 
effet qu’une force appliquée au centre de masse d’un corps 
dont la masse est m, ait, à l’instant considéré, une inten- 
sité P. Soitç la vitesse que cette force ferait acquérir au 
mobile au bout de l’unité de temps, si pendant ce temps 
elle conservait une intensité constante égale à P. On aura 
alors 

P = m<f. 

' V 

Maisœ étant l’accélération du mobile au bout du temps t. 




Donc à chaque instant l’intensité de la force P, que l’on 
appelle Jorce motrice, est donnée par la relation 


dv 

V — tu — ■ 
r/t 


181. Si l’on désigne par p la force qui donne la même 
accélération <f à l’unité de masse, on a 
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Ainsi le nombre p, qui représente la force motrice de 
l’unité de masse, est le même que celui qui exprime l’ac- 
célération <p, en sorte qu'il est permis de les substiluerl’un 
à l’autre. La force motrice qui produit le mouvement de 
1 unité de masse est dite la force accélératrice du mobile, 
et la quantité tp est nommée indifféremment Y accélération 
ou la force accélératrice . 

RELATION ENTRE LE POIDS ET LA MASSE. 

182. L’observation prouve que deux corps pesants, 
quelles que soient leur substance et leur forme, acquiè- 
rent la même vitesse, au bout du même temps, quand ils 
tombent dans le vide. Ce fait n’était pas connu avant 
Galilée, et l’on croyait que la pesanteur agissait avec une 
intensité variable sur les corps de différente nature. Mais 
Galilée démontra ce fait par l’expérience, et fit voir que 
si les choses ne semblaient pas se passer ainsi dans la 
nature, la cause en était due à la résistance de l’air, mi- 
lieu dans lequel s’opère la chute du corps. 

Il résulte de ce fait que les poids de deux corps sont 
proportionnels à leurs masses : car les poids étant des 
forces constantes, on a 

P mu 

P 7 mTü’' 

et puisque, dans ce cas, u = u' = g, on aura 

P m 

P } = np' 

Le nombre qui exprime le poids d’un corps en repré- 
sente aussi la masse, si l’on prend pour unité de masse 
la masse d’un corps dont le poids est égal à l’unité. Mais 
nous verrons bientôt qu’on adopte une autre conven- 
tion. 

Il est utile de remarquer que l’égalité des masses de 
I. 9 
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deux corps hétérogènes ne pouvait pas se conclure de 
ce seul fait que ces corps ont des poids égaux. Il fallait 
savoir en outre que ces corps acquièrent la même vitesse 
après être tombés pendant le même temps. 

Il résulte de la proportionnalité des poids aux masses 
que le centre de masse d'un corps n’est autre chose que 
son centre de gravité. 

nES UNITÉS EMPLOYÉES EN MÉCANIQUE. 

183 . On peut maintenant fixer les différentes unités 
que l’on doit employer dans l’élude des propriétés de la 
pesanteur. On prend- ordinairement pour unité de temps • 
la seconde, pour celle de longueur le mètre. L’unité de 
force est le gramme ou le kilogramme : le gramme est le 
poids d’un centimètre cube d’eau distillée à sou maximum 
de densité. Soit g la vitesse acquise par un corps pesant 
au bout d’une seconde; à Paris on a g = 9"', 80896. Il 
reste encore à fixer l’unité de masse qui n’est plus arbi- 
traire. Or si dans la relation 

p = m 8. 

on fait P — g, on a m = 1 : on doit donc prendre pour 
unité de masse la masse du poids 

9' r , 80896, 

poids qui peut servir de mesure à l’intensité de la pe- 
santeur. 

184 . L’intensité de la pesanteur ou le poids d’un corps 
varie à la surface de la terre, et la vitesse que la pesan- 
teur imprime au corps, au bout d’une seconde, varie 
dans le même rapport. La relation P = mg fait voir 

P 

que le nombre -■> qui exprime la masse, reste le même, 
en quelque endroit qu’on le détermine. 
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185. Sojent V le volume d’un corps supposé homogène 
et D sa densité ou sa masse sous l'unité de volume. En 
appelant m la masse de toui le corps, on aura 

m = VD, . 

ou, à cause de P = mg , 

: P=VD£. 


9 
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QUINZIÈME LEÇON. 

MOUVEMENT DES CORPS PESANTS. 

Mouvement vertical des corps pesants dans le vide. — Mouvement d’un 
corps pesant sur un plan incliné. — Détermination de la constante g. 
— Clintc d’un corps dans un milieu qui résiste comme le carré de la 
vitesse. — Cas particulier où la résistance devient nulle. 


MOUVEMENT VERTICAL I)ES COUPS PESANTS DANS LE VIDE. 


180. Quand un corps, sollicité par une forre P, con- 
stante ou variable, parcourt une certaine droite, son 
mouvement est représenté par les équations 



v 


dx 

Tt' 


<p désignant l’accélération et v la vitesse; on déduit de ces 
formules , en prenant t pour variable indépendante, 
d'x 

Ÿ = ? vdv = <f dx. 


Ou retrouve aisément, au moyen de ces équations, les lois 
du mouvement uniformément varié. Ainsi en appelant g 
l’accélération due à la pesanteur, on a 


d’où 


dv 

Tt~ g ’ 


(1) v — a+gt, 

a représentant la vitesse possédée par le mobile à l’ori- 
gine du temps. On déduit ensuite de v = ^ l’équation 

Pp 

(2) X — b -i-at -I-~J 

v ' 2 

b étant l’abscisse du mobile à l’origine du temps. 
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187. Si l’on compte les espaces et le temps à partir du 
' point où la vitesse est nulle, on a 


(3) 


et i 2 3 * 

' = **' *=T 


L’élimination de t entre ces deux équations donne la rela- 
tion 

<*> 


(4) 


>= ^ 2 gx, d’où .r = 


2<r 


entre la vitesse et l’espace parcouru. On appelle \jigx la 

p* ■ 

vitesse due à la hauteur x, et — - est dite la hauteur due 
. • 2 g 

à la vitesse v. - 

188. Supposons maintenant qu’un corps soit lancé 
de bas en haut suivant la verticale. La force constante 
agissant en sens inverse du mouvement, on devra poser 

dv 

dt=~ e 

si l’on compte de bas en haut les abscisses positives. 

On tire de là 


(5) 

et, par suite, 


r — a — gt 


i ef 

x = o -t- at — — ■ 

2 


Si l’on compte les espaces à partir du point où se trouve 

le mobile à l’origine du temps, on a h = o et 


( 6 ) 


X = lit 


g f 7 


En appelant. @ le temps au bout duquel le mobile cesse 
de monter, et h la hauteur à laquelle il s’élève, on a 

a —g 9 — o, 


d’où 

(7) 


a j /7 3 

~ g' ~ *g 
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Arrivéàcette hauteur, le corps commence à descendre et, 
revenu au point de départ, sa vitesse redevient égale à sa* 

vitesse initiale: car, en faisant x — — dans la for- 
mule (4), on trouve f = a, mais elle est de sens contraire. 

MOUVEMENT d’i.M CORPS PESANT SUR tlN PLAN INCLINÉ. 

189. Soit G le centre de gravité d’un corps pesant, • 
placé sur un plan incliné : la 
composante de son poids, pa- 
rallèle à la longueur AB du plan 
incliné, tendra seule à faire des-, 
cendre le corps. En appelant 
a l’angle BAC de ce plan avec 

l’horizon, gsina sera l’accélération du mobile et l’on 
aura, pour déterminer sou mouvement, 

dv 

' / 

Ainsi le mouvement du mobile sera le même que celui 
qui aurait lieu suivant la verticale si l’intensité de la pe- 
santeur, au lieu d’ètre g, était gsina. On aura donc en 
changeant g en gsm a dans les formules (3) et- (4) du 
n° 187 

(i) v = gsina.r, 

gsina./’ 

(al- x — , 

2 

t t , 

(3) agxsina. m 

190. Si x' représente la longueur AB du plan incliné 
et h sa hauteur BC, on aura, pour x = x 1 , 

v 7 = 2 gx'sina ou v 7 — g/i. 

Donc la vitesse acquise par un mobile qui a parcouru 
toute la longueur BA du plan incliné est égale à celle 
qu'il aurait acquise en tombant de la hauteur BC. 


Fig. G8. 
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191 . Soit ABD une circonférence dont le diamètre Al) 
est vertical. Supposons qu’un 
corps descende le long de la 
corde AB, et cherchons le temps 
qu’il mettra à parcourir cette 
corde. 

Menons BC perpendiculaire 
à AD ; soient AB = x, AD = a, 
ABC = ADB = a. En appliquant au triangle ABC les 
formules du plau incliné (189), on aura 

i ’ 

,r = — aL 

2 ° % 

niais on a 

AB = AD.sina où x=:/’/sin«, 

donc 


Fig. Gy. 


K 



I) 



il où Fon conclut cjoe le temps employé par le corps pour 
descendre le long de AB est le meme, quelle (/ne soit 
' cette corde-, et qu’il est égal au temps que le corps em- 
ploierait à descendre delà hauteur AD. 

DÉTERMINATION DE LA CONSTANTE g. 

% 

192. Le .plan incliné rend la chute d’un corps moins 
rapide sans changer la loi de son mouvement. En prenant 
l'angle a suffisamment petit, il devient possible d’obser- 
ver le temps que met le corps à descendre d’une* hauteur 
donnée, et par suite d’en conclure la quantité g qui re- 
présente l’intensité de la pesanteur. 

11 existe d autres moyens d’arriver au même résultat. 
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193. Soit G' un corps placé sur un plan horizontal AB 
et tiré par un fil horizontal dont 
la direction passe par le centre 
de masse. Supposons que ce fil, 
enroulé autour d’une poulie p, 
soit entraîné suivant la verticale 
par le poids d’un corps G solli- 
ci cité librement par la pesanteur. 

Soient m et m ' les masses des corps G et G'. La force accé- 
lératicc du mobile G étant g , et la force motrice du corps G 
se répartissant sur la masse m -+- m\ la force accéléra- 
trice de tout le svstènïe sera — — — ;• Le mouvement sui- 

, • ni m 

vradonc les mêmes lois que celui d’un corps entièrement 
libre, mais pourra être ralenti autant que l’on voudra, 
en prenant m' assez grand par rapport à m. 



194. La machine d’Atwood offre un troisième moyen. 


Fitf. 71. 



Réduite à l’état le plus simple, 
elle se compose d’une poulie 
verticale P, mobile autour d’un 
axe horizontal et sur la gorge de 
laquelle s’enroule un fil portant 
à ses extrémités deux corps pe- 
sants G et G'. 


Soient m et m ' les masses des corps G et G'. La force 
motrice de G étant mg , et m' g étant celle de G', si l’on 
suppose m m ' , le système sera entraîné par une force 

motrice égale à mg — m' g ou (m — nl ')§- Mais comme 
cette force sollicite une masse m -f- m 1 , la force accéléra- 
trice du système ou la force motrice rapportée à l’unité 
de masse sera 

(»> — m')g 
m -t- m' 


On pourra donc au moyen de cet appareil ralentir autant 
qu’on le voudra le mouvement du système. 
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chute d'un corps pesant dans un milieu qui résiste 

COMME LE CARRÉ DE LA VITESSE. 

195. Supposons que le corps qui tombe soit symé- 
trique autour d’un axe vertical. Le poids du corps est 
une force dirigée suivant cet axe, et il en est de même de 
la résultante R des résistances partielles qu’oppose l’air à 
la chute du corps, aux différents points de sa surface; 
la force R agit en sens contraire de la pesanteur. 

Soient m la masse du corps et G son centre de. gra- 
vité ou de masse, situé, néces- 
sairement surOx. La force mo- 
trice du corps due à la pesanteur 
étant mg, mg — R sera la force 

• . . n m S — R 

motrice reelle et — - — 


Fi(j. 72. 

|o 


ou 


’ 


R 


'"-r 


sera la force accéléra- 


m 

trice. 


L’observation prouve que la résistance R, lorsque le 
mouvement du corps n’est ni très-lent, ni. très-rapide, 
peut être regardée comme proportionnelle à la densité 
du milieu et au carré de la vitesse du mobile. O 11 peut 
donc poser 

(1) R = apv\ 

p désignant la densité de l’air, u la vitesse du Corps et a 
un coefficient que l’on peut déterminer pour le corps 
pesant considéré par une expérience, et qui ne dépend 
ni de p ni de v. Par conséquent la force accélératrice du 

mobile sera g - 


a pv 1 
m 


196. Si le corps est une sphère, en appelant D sa 
densité, r son rayon, on aura 
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d’où 

.. 'R 3 apv* 

12 w _ 4?rr J D’ 

D’ailleurs on trouve par l’observalion que la résistance 
du fluide est proportionnelle à la surface de la sphère ou 
au carré de son rayon ; on peut donc poser a — br *, et 
l’on a 

R 3 b pp‘ 7 p i ' 1 

m 4 ^ D r De 

f.nliu, pour la même sphère et pour le même milieu, 
y, p, D, r étant des constantes, ou peut poser 


et il vient enlin 


De __ 
7 P ~ 


R = g^ 
ni A-* 


La constante k désigne la vitesse que devrait avoir le 
mobile pour, quê la résistance de l’air fût précisément 
égale au poids du corps. 

197. En supposant toute la masse du corps concentrée 
à. son centre de gravité G, le mouvement de ce point, et 
par suite celui de tout le corps sera déterminé par l’é- 
quation 


— r =* — Tri 


de là on tire 


2 tsdv 


ce que 1 on peut écrire ainsi : 


En intégrant de part et d’autre, on aura donc 
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Si l’on détermine la constante par la condition que la 
vitesse soit nulle pour t = o, on a c = o, et l’équation 
devient 


(5) 


2 gt h -+- v 

i h — v 




mais le numérateur de celte fraction est la différentielle 
du dénominateur, à un facteur constant près. Donc on 
aura en intégrant 

,, , / «* _*!\ 

C 7 ) * = + ‘ V, 

la constante étant déterminée par la condition que l'on 
ail à la lois x = o et * = o. 

199. Enfin ou peut trouver une relation entre l’espace 
parcouru cl la vitesse. On a 

vdv ~ gdt. 
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Ici la force accélératrice est é^ale à g — • On a donc 


ou 


vdv = 




2 vdv 
k- — v 2 


En intégrant et déterminant ia constante par la condi- 
tion que l’on ail x ==■ o, lorsque r = o, on a 


( 8 ) 




2 g k 2 — v 7 


ÿ 

1 


200. Quand on suppose t très-grand, e * est très- 
petit, et en négligeant ce terme, ou a 

' . "** fil 

v z= k , jr — k t 1 2. 


Ainsi au bout d’un temps très-long, le mouvement 
devient sensiblement uniforme, et la force accélératrice 



est sensiblement nulle, car elle devient nulle 


|K>ur e = k. Ce fait se conçoit sans peine, car le poids du 
corps est une force constante, et la résistance de l’air une 
force variable qui augmente avec la vitesse du mobile et 
qui finit par faire, à très -peu près, équilibre au poids du 
corps. Mais on n’a v — k que pour t => ao , eu sorte que 
le mouvement teud à devenir uniforme, mais ne l’est 
jamais rigoureusement. 

De la valeur 



on conclut que le carré de la vitesse du mouvement uni- 
forme vers lequel tend le mouvement varié est propor- 
tionnel à la densité du corps et au rayon de la sphère, et 
en raison inverse de la densité du milieu résistant. Ce 
fait est confirmé par l’expérience. 
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Le temps au bout duquel le mouvement devient sen- 
siblement uniforme est d’autant plus grand que la valeur 
de A est plus grande. Car pour que l’on ait 


< 


il faut que l’on ait 


/ ;> - I n. 


CAS PARTICULIER OU LA RÉSISTANCE Dll MILIEU OBVIENT 
NULI.E. 

201 . Nous avons vu que la résistance du milieu avait 
pour expression 

*-Ç- 

il suit de là qu'en faisant A =x , on a R = o. Cette 
hypothèse doit donc faire retrouver les lois de la chute 
des corps pesants dans le vide. Mais comme les formules 
se présentent alors sous une forme indéterminée, nous 

gj_ _8± 

allons remplacer dans ces équations e k et e k parleur 
développement en séries convergentes. Or on a 


st 

= ' + T- 


’ A . 


A ' 


.tu 

a A* 

sZt 

2/’ ' 


a * 

6 A ' 

££ 

6 A 3 


d’où l’on déduit 


(fit fit\ 

2 x X* 6/ 3 

.(t -h) 

:V+* / = ■ + ** + • 


Digitized by Google 



142 COURS DE MÉCANIQUE. 

Substituant ce résultat dans l'équation 


( 6 ) 


(EL _£\ 

W— k ) 


g± 

„ a 


EL 

k 


( 197 ), 


et faisant les réductions, on trouve pour k = a c 
<’ = 8 '- 

Maintenant l’équation 

(») .-fï(.* + v*) «*> 

b * x 

devient par la substitution 


g't' 
' 2 *’ 


■ x= l'V 

Si l’on développe 1 en sçrie, 


g? 


a étant la somme des termes qui s’évanouissent pour 
k = oo . Donc à cette limite on a 


. _ g 1 ' 
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SEIZIÈME LEÇON. 

• ' t # 

SUITE DU MOUVEMENT DES CORPS PESANTS. 

Mouvement d’un corps pesant lancé de bas en haut. — Mouvement d’un 
corps pesant dans un milieu qui résiste comme la vitesse. — Chute 
d’un corps dans le vide en ayant égard à la variation d’intensité de la 
pesanteur. — Cas particulier d’un corps place à une petite distance de 
la surface terrestre. 


MOUVEMENT d’uN CORPS PESANT # LÀNCÉ DE BAS EN HAUT. 

202. Supposons maintenant que le corps considéré ait . 
un mouvement vertical, mais de bas en haut, dans le mi- 
lieu résistant. En conservant les mêmes notations, 

— mg — R 

sera la force motrice du mobile, et sa force accélératrice 
sera 


R 



puisque la pesanteur et la résistance du milieu sollicitent 
' le corps en sens inverse de son mouvement. On a donc ici 


(«) 


h R 


et si l’on pose encore 

(a) 

il vient 


ni A 1 ’ 
gdt 

T 


Ado 

A - ! + r 1 ’ 


Intégrant et déterminant la constante, par la .condition 
que pour t — o on ait v — «, a étant la vitesse initiale 
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du mobile, on a 

-, « v 
( 3 ) y = arc tang - — arc tang — • 


203.- Cette équation donne le temps en fonction expli- 
cite de la vitesse. Pour en déduire la vitesse en fonction 
du temps, posons 


a v 



arc tang - = />, arc tang - = < 7 , 

on aura 

« 


£ 

I 

> 4 . 

II 

Soi-* 

d’ou 

* gf 

1= p -J 

et 

• 


tang q = 


tang /j — tang 2 _ 
et 

i -t- tang p tang y 


. X e 

v Sm X 

Remplaçant tang <7 par - et tang?î- par 5 on trouve 

cos Ç 


(4) 




et , . et 

a cos k stn y 

. et , et 

a stn y -+- k cosy 


204. Pour obtenir x ou l’espace parcouru au bout du 
temps /, 011 observera que le numérateur de e multiplié 
par dt est, à un facteur constant près, la différentielle du 
dénominateur. Donc si l’on intègre et qu ’011 détermine la 
constante par la condition que l'on ait simultanément 
x = o et f = o, ce qui revient à placer l’origine des 
abscisses au point de départ du mobile, on a 

(5) * x = 7 , (^ sn Ç" Hcos Ç)' 
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205. Quand on veut exprimer x en fonction de e, on 
fait usage de la formule 

vdu — tp dx , • 

qui devient, en remplaçant y par sa valeur (202), 


vdv = — [g + ^ ^ dx 


OU 


h" 1 . 2 vd» 


i.gdx. 


Intégrant et déterminant la constante, de manière que 
l’on ait à la fois x = oet r=a, oaa 


(6) 


r — il 1 


a g X 1 - 1 - v* 


206. Il y a un instant où le corps cesse de monter. 
Si 6 est le temps de l’ascension et h la hauteur la plus 
grande à laquelle parvient le mobile, on aura, en faisant 
e = o dans les formules (4) et (6), 


tang 


Ci = f , 


...» X a 

U ou 6 = - arc tang — 
g b * 


et 


2g X’ 


Parvenu à celte hauteur, le mobile commence à des- 
cendre, et si l’on appelle al la vitesse qu’il possède lors- 
qu’il est revenu au point de départ, on aura, en faisant 
x = /», e = cl dans la formule (8) du n° 199, 


h — — 1 


ou 


On a donc 


9. g X 1 - — a ' 5 


X» t X’-f a 3 X» j X> 


X* 


X*+ a' 


2 g X’ — a' 


X ! — fl' 1 
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d'où l’on lire 


COURS DR MÉCANIQUE. 


nk 


. \J a 1 -+- 

Cette formule fait voir que a! est toujours moindre que a. 

207. Pour déterminer le temps & de la chute du corps, 
on remplacera, dans la formule (5) du n° 107, 


k k 


v par a' et t par d’où l’on déduira 

, k . ! k - V fi k \ fi‘ -t- A J -{— fi 

. . ' = ï'Vr^ = ï' — ï — ’ 

et si l’on nomme T le temps total que le mobile met à 
revenir à sa position initiale, on aura 

T = 9 + 0' 

ou 


a . \ja 
arc tant; — -t- I 
g\ b k 


K- 


* y 


Les quantités a et g sont supposées connues; le temps T 
peut être obtenu par l'expérience : cette dernière relation 
pent donc servir à déterminer la constante k pour un 
mobile donné. 


MOUVEMENT d’un CORPS PESANT DANS UN MILIEU QUI RÉSISTE 
COMME LA VITESSE. 

208. Quand le mobile possède une très-petite vitesse, 
on peut regarder la résistance du milieu comme propor- 
tionnelle à cette vitesse. Si le corps descend, il faudra 
poser 


fiv 


S v 


fit' S k 


ou 

(') 


gflt 

k 


do 


Intégrant et déterminant la constante par la condition 
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qu’on ait à la fois t — o, v — o, on a 

(2) -7 = 1 » 

' ' A / — p 

d’où 

f _ £i\ 

(3) «. = / \i — A I. 

Multipliant par (Il et intégrant 

( 4 ) * = — « 

* * 

la constante étant détermiuée par la condition que x= o 
pour 1 = 0. 



MOUVEMENT n’.UN CORPS DÉNUÉ DB PESANTEUR DANS UN 
MILIEU QUI RÉSISTE COMME LA RACINE CARRÉE DE LA 
VITESSE. 


209 . Ce cas est intéressant, parce que le mobile finit 
par s’arrêter et que cette circonstance répond à une solu- 
tion particulière de l’équation différentielle. 

La résistance du milieu, seule force qui sollicite le mo- 
bile, agissant en sens inverse du mouvement, on aura 


(>) 



Comme l’unité de vitesse est arbitraire, on peut la 
choisir de telle sorte que a — 2. Alors l’équation précé- 
dente revient à 


( 2 ) 


rit — — 


tlv 
9. ^ V 


Intégrant et supposant v — a pour t — o. 


on aura 


t 


=zsfa- f. 


OU 

( 3 ) • * = 

De cette équation on déduit 

dx = (y y « — t)\lt. 


10. 
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d’où l’on 
1 = o, 

( 4 ) 


COURS Ï)E MÉCANIQUE. 

tire, en intégrant et supposant x = o pour 

_ a \Ja a — t ) 3 
*-~3 3 

• * 


210. La formule (3) fait voir que si t augmente en 
restant moindre que V a , v diminue, et que u = o pour 

t — \ja \ on a en même temps x — • Ainsi le mobile 

i , . . a \la . 

s arrêtera apres avoir parcouru un espace — , et comme 


la force accélératrice est nulle en ce moment, le corps 
restera indéfiniment en repos. Cependant les formules (3) 
et (4) ne conduisent pas à cette conséquence; car v et x 
varient pour \ja. Mais si l’on remonte à l’équation (i), 
on voit qu’elle est satisfaite par e = o, quel que soit 
d'ailleurs t. Cette solution particulière s’applique aux 
cas où <>V«; mais elle ne peut s'appliquer au cas où 
car au moment du départ la vitesse du mobile 
.est a et non o. Ainsi quand on a (< \]a , on doit appli- 
.quer les formules (3) et (4), et la solution particulière 
quand on a y a. 


chute d’un corps dans ue vide en avant écard a la 

VARIATION DE LA PESANTEUR. 


211 . Soit M tin point matériel pesant tombant dans le 
vide et placé d’abord à une assez 
grande distance de la surface de 
la terre. Dans ce cas l’intensité 
de la pesanteur ne doit pas être 
regardée comme constante, car 
cette intensité varie cti raison 
inverse du carré de la distance du point matériel au 
centre de la terre. Soient OB = r le rayon de la terre, 
g l’intensité de la pesanteur à la surface, AO = a la 
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distance initiale du point M, enfin AiYI = .r l’espace 
parcouru dans le temps t. 

L’accélération © au point M sera donnée par la propor- 
tion 

ep r 1 

g~(a — xy 

On aura donc 

eP x gr 7 . . . 

1ÎF ~~ 


(«) 


' n — xy 

Si l'on multiplie de part cl d’autre par arLr, on aura 
idxd* x 2 gr' dx 


d? 


[n — .r) 1 


ou 


, f dx\' i 

a • ( — ) — d • • igr 1 . 

\dt j {a — x) 


Doue eu intégrant et déterminant la constante par la 
condition que la vitesse initiale soit nulle^ on aura 


( 2 ) 




a n — x 


212. Cette formule fait voir que la vitesse augmente 
avec x, ce qu’on pouvait prévoir. Si l’on fait 


x = AB — a — rzx. h. 


il vient 




comme on a r<^a, on voit que la vitesse du mobile 
en arrivant à la surface de la terre est moindre que la vi- 
tesse qu’il aurait en tombant de la même hauteur //, si la 
pesanteur était partout la même qu’à la surface : consé- 
quence évidente. 

213. Pour x = ci, on a v — oo . Donc si toute la masse 
du globe était réunie à son centre, la vitesse acquise par 
le mobile arrivant au centre serait infinie. 
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•» djc , 

214. Si Ton remplace v par — dans l'équation ( 2 ), 
on a 


v/ 


ïgr 1 u ^ (0 — x)dx 


il. x 


y ax — x’ 

on donne aux radicaux le signe parce que la vitesse 
doit être positive. Pour intégrer on écrira 


(s" - **) 




— r/rAr 
2 


/ Igr \ 2 / 2 

1 / «*= — 1- ■ ■ ; 

V a \Ja.r — jr' y'ox — .r’ 

( — fl — x 1 rfx 
\ 2 


y «x ■ — x 1 


— utlx 
2 


= i/ y «x — .; 


donc 

(3) 


^ flX X 2 2 

V a 2 


I « — 2X 

«« arc cos > 


On n’ajoute pas de constante parce qu’on doit avoir 
x = o pour r = o. 

215. Celte relation entre l’espace et le temps peut 
Fie. 7 4 . être représentée par une 

courbe. Menons Aj per- 
pendiculaire à AO, et OD 


M 

Xk 

f 

\ 

c 0 

1» 

X 



ayant AO pour diamètre 
roule sur OD, le point A de cette circonférence engen- 
drera une cycloïde AND, dont l’équation différentielle, 


■ Digitizeb by Google 


SEIZIEME LEÇON. 

par rapport aux axes Oy et Oj, sera 


i5i 


ou 


dy = dx 

(a — x)dx 


dy = 


\ax. — r. 


Or le second membre est égal à on aura donc 

dy — - ■ ■ dt 

a 

et par conséquent 

/ ? gr‘ y / a 

r ='V~ ou t= r\r g 


Le temps employé par le mobile à parcourir l'espace AM 
est donc proportionnel 'à l’ordonnée correspondante de la 
cycloïde. 

CAS PARTICCLIER b’bk CORPS PLACÉ A CME PETITE 
DISTAMCE WE Lit SURFACE TERRESTRE. 

216. Les formules que nous venons de trouver doivent 
devenir celles du mouvement uniformément accéléré 
quand on suppose la distance AB très-petite par rapport 
au rayon terrestre. 

En effet, soit (fîg. 7 !, p. 148 ) 


d’où 


AB = h , 
a = r- 1- //, 

on a, formule (a), n° 211, 

ig r -r 


11 r-\- h — x. 

Comme h et x sont des quantités très-petites par rapport 
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à r, on peut négliger h — x qui est ajouté à »’ et remplacer 
a par r, ce qui donne 

= 2 gx. 

Maintenant dans la formule (3) (214) on peut remplacer 

1 a — 7.x 

— a arc cos — 

2 a 


par 


- oarcsin ( -dax — x'\ : 
2 \a y / 


mais - et par suite ax — x ’ ou 2 N/f( i — étant 
très-petit, on peutremplacerl’arcparson sinus et à la place 
de - a arcsin ^ y -ax — x écrire y/ ax — x*. 

Par la même raison, négligeant x* devant ax et rem- 
plaçant a par r, la formule (3) devient 

y/a#rf = 2 ^rr 


ou 


r-ëJl. 
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DIX-SEPTIÈME LEÇON. 

DU MOUVEMENT rectiligne des points attirés ou repoussés 

PAR DES CENTRES FIXES. 

Mouvement de deux points qui s’attirent en raison inverse du carré des 
distances. — Mouvement d'un point attiré par un centre fixe en raison 
directe de la distance. — Mouvement d’un point repoussé par un centre 
fixe en raison directe de la distance, 


MOUVEMENT DE DEUX POINTS MATÉRIELS QUI s’ ATTIRENT 
EN RAISON INVERSE DU CARRÉ DES DISTANCES. 

217. On peut ramener au problème précédent (211) 
le mouvemeut de deux points matériels qui s’attirent en 
raison directe des masses et en raison inverse du carré de 
la distance. 

Les équations du mouvement de ces deux points, en ap- 
pelant m et ni' leurs masses, x et x' leurs distances à une 
origine prise sur la droite qu’ils parcourent et u leur dis- 
tance au bout du temps /, seront 


d‘ j ’finm 1 ,d‘x' fin ni 

dp iP ' dP «’ 1 


on a donc 
d’où l’on déduit 


<Px , rPx 

m — 1 - m = o, 

dp dp 


m -+- m' 


at+ b. 


c’est-à-dire que le centre de gravité des deux masses se 
meut uniformément. On aeusuite 
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ou, à cause de x 1 — x — h, 

d‘u ' f ( ni -g- m' ) 
dt ~ u‘ 

Donc l’un des points se meut par rapport à l’autre comme 
s’il était attiré par une niasse égale k (rn- 1- ni') placée en 
un contre fixe. On déterminera donc u en fonction de t 
comme dans le problème précédent, puis on aura les va- 
leurs de x et de x' par les équations 

mx -f- m' x' 

x — x — ii, — — ut -h b. 

ni -t- ni 


MOUVEMENT d’uN POINT ATTIRÉ EN RAISON DIRECTE 
11F. LA DISTANCE. 


218. Considérons un 

point matériel placé d’abord au 

Fig. »5. 

point A où sa vitesse est nulle 

N 

et attiré par un centre fixe 0, en 


raison directe de sa distance à 

/ h \ 

L / ! \ 

ce dernier point, que nous pren- 

drons pour origine. Comme la 
force attractive tend à diminuer 

A* 0 M A 


l’abscisse variable .r du point mobile, on a l’équation 
J‘x 

(,) — = — n’x, • 

étant la mesure de l’attraction exercée sur l'unité de 
masse du corps à l’unité de distance. Multiplions de part 
et d’autre par a flx, nous aurons 
a dxtfx 

^~di r 


=z — 2 n - xtlx, 


d'où, en intégrant, 

0) 


(lx 2 

7*; =" ; ( 


clx 


la constante étant déterminée par la condition que — ou 
e soit nulle pour x = a. 
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Comme la vitesse du mobile est négative quand il va 
dans le sens AO, on a 


ou 


dx — — ndt ^ a‘ — x* 


dx 


y’u' — x J 

Intégrant et déterminant la constante par là condition 
que l’on ail à la fois l — o, <x = a, ce qui la rend nulle, 


nt = arc cos - 
a 

ou 

(3) x — a cosnt; 
et ensuite 

(4) n= — na sin nt. 

21 9. Lors<jue le point mobile arrive en O, on a 


x = o et nt ~ -i 
a 

d’où 

n 

in 

Parvenu à ce point, sa vitesse est égale à — na. Le mobile 
dépasse doncle point O elcontinue sa roule en vertu de sa 
vitesse acquise. Pour déterminer le point A' où il s’arrê- 
tera, faisons v = o, il en résulte nt = tr, d’où t — - et par 

suite x — — a. Ainsi OA' = OA. 

Arrivé en A' où il n’a plus de vitesse, le mobile se 
trouve placé par rapport au point O, comme il l’était 
en A. 11 sera donc attiré avec une vitesse croissante de A' 
jusqu’au point O où sa vitesse sera na, puis continuera 
sa route en vertu de sa vitesse acquise jusqu’en A, pour 
revenir de nouveau en O, et ainsi de suite. 

Ainsi le mobile fera une infinité d’oscillations toutes 
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égales entre elles et de mèinc durée, de A en A' et de. A' 

en A. 


220. On peut, comme dans le cas précédent (21o), 
représenter par une construction géométrique la relation 
qui existe entre l’espace et le temps. Sur AA' {fig. 7 U, 
n° 218) comme diamètre décrivons une demi-circonfé- 
rence. Soit OM = i, et menons MJN perpendiculaire A 
AA'. Le triangle rectangle ONM donne 

AN 

x = a cos — : 
a 

mais 


donc 


x = a cos ni, 


AN = ant. 


AN 


Ainsi — représentera le temps que le mobile emploie à 
aller du point M au point A. 


MOUVEMENT d’cN POINT REPOUSSÉ PAR UN CENTRE FIXE 
EN RAISON DIRECTE DE LA DISTANCE. 


221. Examinons maintenant le cas d’un point maté- 
riel repoussé par un centre fixe O, en raison directe de la 
distance. 

Supposons qu’à l’origine du temps le point matériel 
Fig. 76 . placé à unedistauceOA = a 

ü a * du centre fixe soit animé 

d’une vitesse dirigée vers le point O et représentée par 
r— nb. 


La force accélératrice, positive puisque la répulsion 
tend à augmenter l’abscisse du point M, étant représentée 
par n'x, on aura 


(«) 


iPx 

lio 


= n’x, 


d’où l’on déduit, en multipliant par a dx et intégrant. 




«’a.’-t- c. 
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Mais, pour l — o, on a — ou v = — nb, x — a \ donc . 

«’a’-f- e, 

7 d’où, en éliminant la constante, 

(2) (^) b'— a’). 

On en déduit 



b'— a* 


ou 

( 3 ) v = — n^x , + b i — à 1 . 

On prend le signe — , parce que la vitesse est d’abord 
négative. En intégrant de nouveau et ayant égard aux 
circonstances initiales, on aura 

x 4- 6’ — a J 
I ■ ■ ■ ■ — — nt 

a -+■ b 

l 

OU 

x + ^x'-b- b' — a 3 = (a 4- b) c~"‘- 
On tire facilement de cette équation 

(4) 2.r = (a -+- b) e~“+ (a — b)d“. 

/ * 

222. Examinons maintenant quelques cas particuliers. 
La formule 

c = — n ^x 1 + b ' — a’ 

montre que la vitesse ne peut jamais être nulle, si l’on a 
&* >a*. Dans ce cas le mobile atteindra l’origine lors- 
qu’on aura 

1 | \j b 2 — a’ 
n a -H b ' 



valeur positive, puisqu’on a \jb‘ l — a 1 b. Sa vitesse 

étant alors — n <Jb * — «*, le mobile dépassera le point O, 
et il est clair qu’il se mouvra indéfiniment vers la gauche. 
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Si l’on a /> < n, la vitesse sera nulle lorsque l'on aura 


x — y 'a 7 


b\ 


ce qui correspond à un point placé entre O et A, et cette 
circonstance arrivera à une époque donnée par 


t — I 

n 


\Ja ‘ — b‘ 


Il est clair qu’arrivé au point B le mobile, repoussé par 
l’action du centre fixe, commencera à se mouvoir vers la 
droite, et sa vitesse sera positive. Il faudra donc, à partir 
de cet instant, prendre la formule 

c = ■+■ y/jcM- b'— 1?. 

Dans ce cas le mobile ne passera jamais par le poifit O, 
car la formule 


donne pour x — o 


•c 4- y lx 7 -+- b 7 — n 7 


t = - 1 


^b 7 — a 7 


n b 

valeur imaginaire. 

Enfin si l’on a b — «, les formules se simplifient, et 
l’on a 

v = — nx, 
x — a a<r’ h ‘, 

n a 

La première montre que l’on a v — o pour x = o ; mais 
la seconde ou la troisième donnant pour x — », l. = oc , 
on voit que le mobile approchera continuellement du 
point O, mais n’y arrivera jamais. 
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DIX-HUITIÈME LEÇON. 

DU MOUVEMENT CURVILIGNE ET DES FORCES QUI LE PRODUISENT. 

Projection d'un mouvement rectiligne et uniforme sur un ave. — De la 
vitesse dans le mouvement curviligne. — De la force qui produit un 
mouvement curviligne donné. 


PROJECTION D UN MOUVEMENT RECTILIGNE ET UNIFORME 
SUR UN AXE. 

223. Si M est la position occupée par le mobile au 
Pi B . bout du temps t, sur la droite 

_ ! AB, et u sa vitesse supposée con- 

I J- stante, on aura 


^ *■ m- i Soit Ox un axe quelconque 

avec lequel AM fait un angle %, 
et soit A'M' la projection de AM sur Ox : on aura 


ou bien 


A' M' = A M cos a — vt cos a , 


A» U UJUII 

' A' M' cos a lf. 

Donc la projection du mobile sur un axe quelconque 
se meut d'un mouvement uniforme, dont la vitesse p 
est liée à la vitesse v par la formule 

p — v cos a. 

Si l’on projette de la même manière le point mobile sur 
deux autres axes, O^, O z, faisant avec AM des angles 
j3, y, les vitesses /J, q : r des projections sur les trois axes 
seront données par les formules 

(l) p—v cosa, q -1 v cosp, r=rpcoS'/. 
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Les quantités p , q, r sont nommées les composantes de ht 
vitesse du mobile sur ces axes. On démontre facilement 
que ces formules conviennent à tous les cas, pourvu que 
l’on considère p, q, r comme positives ou négatives sui- 
vant que les projections du point M se meuvent dans le 
sens positif de l’axe ou en sens contraire. 

224. Lorsqu’on donnera le mouvement du point M, 
c'est-à-dire les valeurs de f, a , (3, y, les équations 

v cos ot—p, c cos P = 9, i-roS7=r 

feront connaître les composantes p, q , r. Réciproquement 
ces composantes étant connues, on en déduira o, «, /3, y 
par les formules 

(2) *’= v/p’-t- '/'H- r 1 , 

par 

( 3 ) cos a = cos S = - > " cos 7 = - • . 

' ' v v 1» 


Si l’on mène par le point O une droite représentant 
en grandeur et en direction la vitesse du mobile, on voit 
que les composantes de cette vitesse seront représentées 
en grandeur et en direction par les arêtes d’un paralléli — 
pipède dont la vitesse du mobile serait la diagonale. 


225. Soient a, b , c les coordonnées du point A où sc 


trouve le mobile à l’orjgine <fes 
celles du point M où ili se lrcm\ 


s temps,, et soient x, jr, z 
ve au bout du temps /, le 


mouvement sera complètement représenté par les trois 
équations 

i rz= a + pt, 

( 4 ) ',X=b+qt, 

' z — c + rt. 


En effet, on a 


Mais 


OM': 


OM'= OA'-t- A' M'. 


ÜA'=a, A'M' = p/; 


N 
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X = fl -+- /II. 

On démontrerait de la même manière les deux autres 
formules. 

On aurait des formules semblables en prenant des axes 
obliques. 

226. On a vu que la projection sur un axe quelconque 
d’un point qui se meut d’un mouvement uniforme et 
rectiligne, se meut elle-même d’un mouvement uniforme. 
Réciproquement, si les projections d'un point M sur 
trois axes Ox, Oy, Oz, se meuvent avec des vitesses con- 
stantes p, q, r, le mouvement du point M sera lui-méme 
rectiligne et uniforme. En effet, soit A le point où sc 
trouve le mobile quand t = o : les projections de la droite 
AM sur les axes étant pt, qt , rt , on a 

/ 

AM = t \j p'-\- q' H- r 1 5 


de sorte que la distance AM est proportionnelle au temps. 
En outre, si l’on appelle «, (3, y les angles que la droite 
AM fait avec les axes, on a 


cos a = 


P‘ 

AM’ 



cos y = 


rt 

ÂM 


(5) 


cos a = 


’ vV - * - V*-+- r 2 

t 1 cos Bgp !... — , 

i q/P-i- q'-h f 


CO S y : 


S ! p , + q'-tr r ’ 


Donc la droite AM conserve une direction constante; et 
comme sa longueur varie proportionnellement au temps, 
le mouvement est bien rectiligne et uniforme. 

I. 


I 
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DE LA VITESSE DANS LE MOUVEMENT CURVILIGNE. 

227. Soit M (or, y, z) un point qui décrit dans l’es- 
pace une ligne courbe CMD. 

Ce point doit être constam- 
ment sollicité par une force 
dont la direction change à 
chaque instant. Si au bout 
du temps t cette force cessait 
d’agir, le mobile prendrait, 

suivant une certaine droite MT, un mouvement uni- 
forme, et c’est la vitesse de ce mouvement uniforme que 
nous sommes convenus d’appeler la vitesse du mobile au 
point M (ISo). 

La projection M' du point M sur l’axe Ox se meut 
d'un mouvement quelconque, qui deviendrait aussi uni- 
forme si la force qui sollicite le point M cessait d’agir. 

228. Le mouvement du point M est déterminé par 
trois équations 

au moyen desquelles on peut obtenir la vitesse du mobile 
en fonction du temps. Pour le démontrer, nous distingue- 
rons deux cas. 

En premier lieu, si la force]’ qui sollicite le mobile est 
constante d’intensité et de direction, la projection de MK 
sur l’axe des x sera 

1 P m, 

l’At COS a -t ATOS A , 

2 m 

a désignant l’angle que la direction de la vitesse fait avec ' 
l’axe des x, et X l'angle que la force P fait avec ce même 
axe. On aura donc 

A.r i P 

- — • = v cos st H Ai cos A, 

At 2 m 


Fi(f. 78. 


“il D 






y 
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et, en passant à la limite, 

- dx 

( 1 1 — — = v cos a. ■ 

1 ' dt - 

Si les axes étaient obliques, on aurait, en décomposant 
la vitesse v eu trois autres, />, q, r, et la force P en trois 
forces X, Y, Z, suivant les axes, 

t X ,, , rU : 

\.r — p\t-\ Af 1 , U ou — - — p. 

2 m lit 


t 


Ainsi les composantes de la vitesse suivant les axes 
s' obtiendront, en prenant les vitesses des projections sur 
ces axes, et l’on aura dans le cas des axes rectangulaires 


, , dx dy dz 

( 2 ) — = P cos a , — — c cos B , — = v cos 7 , 

v ‘ dt dt ‘ dl ' 


d’où l’on déduira 


; dx' -t- dy ' 1 + dz' ds' 


dt' 


dt' 


d’où 

( 3 ) 


ds 


en désignant par s la longueur d'un arc comptée sur la 
trajectoire à partir d’un point fixe. Cette formule con- 
viendrait encore si les axes étaient obliques. 


229. Quand la force qui agit sur le mobile est variable, 
on- a 


( 4 ) 


ilx A t ' 

\x = — Af H 

dt 2 



La molécule va de M eu K, comme un point qui aurait 
au bout du temps t la vitesse v suivant la tangente MT et 
qui serait sollicité par une force d’intensité et de direction 
constante, dont les composantes seraient 


iPx 

~dP 


± 1 . 

dp 


d'z 

dp 


Celte force diffère infiniment peu de P, si A t est très- 

1 1 . 
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petit; car si l’on imagine une autre molécule soumise à 

mie force constante I v et arrivant en K, on a 

« 

e> p' 

A t — l ' i t ros ot H cos > . 

• 2 m 

< >n déduit de (4) 

û.r rix 

Ion — ou — = f cos 
M lit 


Les formules sont donc les mêmes que dans le cas où la 
force est constante. 

Dans tons les cas on a 


ri.r 

rl7 

v 


rix 

rit 


ou 

(5) 


t/x 


a <b 

COS P = ris 


ris 

7t' 


cos y 


riz 

ris 


donc la vitesse est dirigée suivant la tangente MT. ' . 

230. Ces formules peuvent encore être obtenues par 
la méthode des infiniment petits. Pendant le temps infi- 
niment petit rit, le mobile parcourt sur sa trajectoire un 
espace infiniment petit ils. On peut considérer son mou- 
vement comme rectiligne et uniforme pendant le temps 
ril, puisque la vitesse ne varie qu’infinitneut peu en gran- 
deur et en direction. On aura donc 


ris = vrit , 


. d* 

(I ou <> = — • 
rit 


D’ailleurs la direction de la vitesse est celle de l’élément 
ils ou de la tangente au point M. 


DES FORCES QUI PRODUISENT UN MOUVEMENT DONNÉ. 

231 . Considérons maintenant la force qui produit le 
mouvement d’un point matériel dont la masse est m. 

Soit e la vitesse du mobile au bout du temps l, lorsqu’il 
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arrive au point iVl de la trajecloire AMU. Supposons que 

la force motrice qui sollicite 
continuellement ce mobile 
conserve une intensité con- 
stante P et une direction con- 
stante parallèle à MP, pen- 
dant un certain inlerv aile de 
temps 0, qui succède au temps 
t. Si le point M était en re- 
pos au commencement du temps 0, la force constante 1* 
lui ferait parcourir dans le temps 0 uu espace MI égal à 

<jp étant l’accélération due à la force P ou la vitesse 

que celte force communiquerait à la masse in après l'u- 
nité de temps. D’un autre côté, si la force P cessait tout 
à coup d’agir, au bout du temps t-, le mobile suivrait la 
direction de la tangente MT et parcourrait sur cette di- 
rection l’espace MH = e9, pendant le temps 0, avec lu 
vitesse constante Maintenant concevons deux points 
matériels arrivant dn même temps au point M et animés 
tous deux de la vitesse v suivant la tangente MT. l’un 
d’eux étant sollicité en outre, pendant le temps 0, par la 
force constante P. Il résulte du principe général sur les 
mouvements relatifs, dont nous avons déjà fait usage, 
que ce point se déplacera par rapport à l’autre, comme si 
lef deux points eussent d’abord été en repos. Le point 
mobile animé de la vitesse r- en M et sollicité par la force 
constante P, arrivera donc, au bout du temps 0, en uu 
point K qu’on déterminera en meuaut parle point II la 
droite IIK parallèle et égal»; à Ml. 

La courbe MK décrite ainsi est une parabole; car ou a 

MII = lK = i-0, Ml = — «p 0-’, 

2 1 

d’où résulte 

■?. v 1 

1K.’= Ml, 

T 


l r 'B- 7*J 
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équation d'une parabole, si ! on considère MI et IK 
comme les coordonnées du point M par rapport aux axes 
MP et MT. 

232. Pendant que le mobile parcourt l’arc de parabole 
MK, sa projection sur 0.r parcourt l’espace M'K' égal à 
M'H'-t- H' K', c’est-à-dire à lu somme des projections des 
droites Mil et IIK. Or on a 

dx 

MH — M 1 1 cos a = v fl cos a — — G , • 

• dt ’ 

1 i P 

1 1' K' = II K. cos À = - o G- cos a •= h- cos ). , 

2 2 m 


en appelant À l’angle que la direction constante de la 
force P fait avec l’axe des x. On a donc 


, dx P (P 

M' K' = — 6 ■+■ — cos ). - • 
dt m 2 


D’un autre côté l’espace M' K' étânt l’accroissement que 
prend la variable x qui est une certaine fonction de t , 
quand t prend l’accroissement 0, on p, par la formule de 
Taylor, 

/ 1 1 1 X 


M'K' 


dx 
= -0 + 
dt 


\ dt 1 


+ (* 


/x désignant une quantité qui tend vers zéro, avec 0. 

Eu égalant ces deux valeurs de M'K', supprimant le 

terme commun Û, et divisant ensuite par le facteur 
dt 1 

û 1 

commun - , on aura 
2 


d l .r 

HF 


P 

U = — COS A. 
1 m 


Si 0 diminue jusqu’à zéro, fi tend vers o; mais les autres 
quantités indépendantes de 0 ne changent pas. On aura 
donc, en passant à la limite, 

d'x P 
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ou 


m 


d'.r 

dt‘ 


= P cos\. 


Ainsi, «Jans le cas où la force est constante, m — — a une 

de 

valeur constante égale à P cos?., c’est-à-dire à la projec- 
tion de la force sur l’axe des x. 


233. Quand l’intensité et la direction de la force mo- 
trice varient à chaque instant, on a encore la formule 

d'x 

ni — — = P cos ). , 

de 

en désignant par P l'intensité de cette force à l’instant 
considéré et par ? l’angle qu’elle fait à ecl instant avec 
l’axe des x. 

En effet’, pendant le temps 0 qui succède au temps t, 
le mobile parcourt une portion MK de sa trajectoire 
(qui 11 ’est plus une parabole), dont la projection sur l’axe 
des x est 



Désignons par P / la plus grande intensité de la force 

motrice qui sollicite la mo- 
lécule pendant le temps 0 et 
par ?/ le plus petit angle que 
fait la direction variable de 
celte force avec l’axe des x. 
Si la molécule in arrivée eu 
M avec la vitesse v était sol- 
licitée par une force con- 
stante P' et faisant toujours avec l’axe des x l’angle ?/, celle 
molécule serait transportée, après le temps 0, en un point 
L au delà du plau KK' parallèle au plan zO y, mené par 
le point K. En d’autres termes, l’espace M' 1/ parcouru 
par sa projection sur l’axe Ox serait plus grand que l’es- 


Fig. 80. 
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pace M'K' parcouru par la projection du mobile qui dé- 
crit réellement la courbe MK. On a donc 

M'K'<M'L' 


ou 

’(») 


dt 


! d’x 

■*" l ~<ÏF 


$= ^dx p' a* 

(i I - < -r 9 — cos a' - • 

r ' ~ di m 2 


Si la force motrice agissait sur le mobile, animé au 
point M de la vitesse v, avec sa plus faible intensité P" et 
sous une inclinaison constante X" égale au plus grand 
angle qu elle fasse pendant le temps 6 avec l’asc des x, la 
molécule m arriverait en un point N situé en deçà du 
plan KK', en sorte que l’espace M'N' décrit par sa pro- 
jection sur Oa: serait moindre que M'K'. On aurait donc 


ou 


. _ . dx [ d'x \ 6* 

< 3 > a-’ + U+i- h> 


M' K' > M' N' 
dx 

Tiî 


p" e> 
0 -t cas / " - • 


Des deux inégalités précédentes on déduit 

P' . d*x P" 

— cos / > — — ■+■ a — cos X , 
m dp m 


et en passant à la limite 

( 4 ) 


d’x P 

— — = — COS A, 

dp m 


ou, en posant P cos À = X, 

d^x 
m —— 
dp 


X. 


Le même raisonnement s’applique aux autres axes : ori 
aura donc 


d’x • 
-üï — x * 


d'y v 
m ÜP= Y ' 


d'z 

m — : — =r Z, 
rit 1 


( 5 ) - 

Ces formules montrent que les projections du point 
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mobile sur chaque axe sc meuvent comme des points 
matériels de même masse sollicités uniquement par la 
composante de la force motrice suivant cet axe. Elles ne 
supposent pas les axes rectangulaires. 

234. Si X, Y, Z, au lieu de représenter les composantes 
de la force motrice, représentaient celles de la force accé- 
lératrice, on aurait plus simplement 

d’y _ v d’z _ „ 
dt’ ~ ’ dt’ ~ dt 2 ' 

235. Si l’on connaît la courbe décrite par un mobile 
et la loi de son mouvement, c’est-à-dire si les coordonnées 
x, y , z sont données en fonction du temps par les trois 
équations 

•*■=/(') x = v(t), s = 'K 0» 

une première différentiation fera connaître les compo- 
santes de la vitesse parallèles aux axes 

dx dy dz 
dt ’ dt' dt' ' 

et une seconde différentiation fera connaître les compo- 
santes de la force accélératrice, savoir : 

d’ x d’y d’ z 

~dF' ~dF' ~dF' 

et, par suite, les composantes de la force motrice. 

230. Ordinairement on doit résoudre le problème in- 
verse, c’est-à-dire que la force motrice est donnée à chaque 
instant de grandeur cl de direction. Alors X, Y, Z sont 
des fonctions connues de t, et l’on a, pour connaître com- 
plètement le mouvement du mobile, à intégrer trois équa- 
tions simultanées. 
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SUITE IU) MOUVEMENT CURVILIGNE D’UN POINT MATÉRIEL- 

Mouvement d'1111 |>uint ussnjcUi à se mouvoir sur une colirlie ou sur une 
surface donnée. — Mouvement des projectiles dans le vide. 


POINT ASSUJETTI A SE MOUVOIR SUR UNE COURBE DONNÉE. 

237. Considérons un point assujetti à se mouvoir sur 
une ligne courbe donnée AMIî 
et sollicité par la force P. La 
courbe donnée ou le lieu qui 
force le point matériel à rester 

' " m sur ectte courbe exerce sur lui 

une certaine action qu’on appelle la résistance cle la 
courbe, et le point exerce sur la courbe une réaction ou 
pression égale et contraire. O 11 peut donc faire abstrac- 
tion de la courbe donnée et considérer le point mobile 
comme libre, pourvu qu’on joigne à la force donnée P 
une force N de grandeur inconnue qui représentera la 
résistance de la courbe. 

Cette action ou résistance de la courbe peut être dé- 
composée en deux forces, l’une dirigée suivant la tan- 
gente à la courbe, en sens contraire du mouvement, 
qu’on appelle I e frottement, l’autre perpendiculaire .à la 
tangente ou normale à la courbe. S’il n’y a pas de frotte- 
ment, l’action N de la courbe sur le mobile est alors 
dirigée suivant une normale. En admettant cette hypo- 
thèse et désignant par A, p, v les angles que la direction dq 
la force normale fait avec les axes rectangulaires, les 
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équations du mouvement du point matériel seront 
d 7 x 

m — — = X H- N cos X , 
rit 1 

tl l Y 

m — Y -t- N cos ii , 
dt' r 

tl 1 z 

m — - — = Z -h N cosv. 
fit 1 

• 

L’intensité de la force N n’est pas connue à priori, et 
quant à sa direction, on sait seulement qu’elle est perpen- 
diculaire à la tangente; on aura donc 

(2) eus), dx -+- cospdy -H cosv dz — o, 

I ' 

relation à laquelle il faudra joindre la suivante : 

( 3 ) eos’ X + eos’ p -h cos’ v = 1 . 

238 . Si le point matériel est assujetti à demeurer sur 
une surface donnée 



( 4 ) /(*. r» *) = o, 

il décrira sur cette surface une certaine courbe inconnue. 
L’action ou la résistance N que la surface exerce à chaque 
instant sur le point materiel, égale et contraire à la pres- 
sion que ce point exerce sur la surface, est dirigée suivant 
la normale à la surface, s’il n’y a pas de frottement : le 
point sc meut alors comme un point libre qui serait sol- 
licité à la fois par les forces P et N, dont les composantes 
seraient X, Y, Z, N cos X, etc., et l’on a encore les équa- 
tions (1). 

O11 a d’ailleurs 


cos X — 





en posant, pour abréger, 


h —db 


i/féMIHî)'’ 


Digitized by Google 



1 


17a cours de mécanique. 

h a lu double signe parce qu’on ne sait pas dans quel sens 
agit la force IN qui est dirigée suivant la normale à la sui‘- 
face. 

MOUVEMENT DES PROJECTILES DANS LE VIDE. 

239. Soit À le point de départ d’un point matériel 
pesant, lancé avec une vitesse 
a dans la direction AI. Pre- 
nons deux axes, l’un A y ver- 
tical et dirigé en sens inverse 
de la pesanteur, l’autre ho- 
rizontal Ai, mené dans le 
plan IA y. Comme le mobile 
n est sollicité, pendant tout son mouvement, que par la 
, pesanteur, il doit se mouvoir dans le plan lAj', car il n y 
a pas de raison pour qu’il s’écarte d’un côté de ce plan 
plutôt que d’un autre. Les équations différentielles du 
mouvement se réduiront donc, dans ce cas, aux deux sui- 


vantes : 
(•) 

d'x 

~dfi~°' 

( 2 ) 

240. L 

d'y 

dt' ~ s ‘ 

intégration de la première équation donne 

ÿ=c. 

fit 

La constante G est é^ale à la composante horizontal 

la vitesse, 

c’est-à-dire à n cosst, a étant l’angle lAa' 

a donc 

• 

(3)' 

dx 

— a cos à. 
dt 

La seconde équation du mouvement donne 

(4) 

dy 

— gt, 


Fig. 82. 
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en déterminant la constante par la condition que l’on ait 
dr 

— = a si n a pour t — o. • 

Intégrant de nouveau les équations (3) et (4), et 
ayant égard à la condition x — o, y == o pour t = o, on 
aura enfin 

(5) ar = afcosa, 

n . ‘ 

(6) j = «fsina — — • 

La première montre que la projection du point mobile 
sur l’axe O.u se meut d’un mouvement uniforme dont la 
vitesse est ncoss:. La projection sur l'axe Oy se meut 
d’un mouvement uniformément retardé, comme ferait 
un mobile lancé de bas en haut avec une vitesse initiale 
égale à a sin «. 

241. En ajoutant les équations (3) et (4) élevées au 
carré, on trouve < 

e 2 — fi 1 — 2 «g/ sin a -t- g 2 < 2 


ou 


(']) v , = a , ~- igr. 

242. Pour connaître la courbe que décrit le mobile, il 
faut éliminer t entre les équations (5) et (6), et l’on 
aura 


y — x tanga • 


g.r’ 

1 

2 a 2 cos 2 a 


ou, si l’on pose, pour simplifier, a i = i gh, 

.r 3 

(8) r = x tanga — — — • 

v ' J 3 4 h cos 2 a 

Cette trajectoire est donc une parabole , dont l'axe est 
vertical. 

243. Peur déterminer la position du sommet C, met- 
tons l’équation (8) sous la forme 

4 h cos 2 a .y — ^hx sin a cos a -+- x' = o , 
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ou, en complétant le carré et transposant, 

(x — 2 h sin a cos a ) 5 ~ h cos 5 a (A sin 5 a — )•)• 

Donc si l’on pose 

h sin 5 a — y =y' , 

•r — 2 h sin a cos a = x', 

l’équation dfe la parabole prend la forme 

■ p) x'- — 4/1 cos a.r', 

et la courbe se trouve rapportée à son axe de figure 
comme a'xe des ordonnées et à la tangente au sommet 
comme axe des abscisses. Les coordonnées du sommet 
sont donc 

AE = 2 h sin a cosa, 

EC = h sin 5 a. 

244. Si dans l'équation (8) on fait y — o. on obtient 
x = AB — ^ h sin a cosa , 

ce qui fait connaître le point 11 où le projectile rencontre 
de nouveau l’horizontale Ax. La longueur AB est ce 
qu’on appelle Y amplitude du jet. Elle est double de 
l’abscisse du sommet, et c’est ce qui devait être, puisque 
la parabole est symétrique par rapport à son axe CE. 

On peut écrire 

AB = 2 h sin 2 a : 

il en résulte que Y amplitude du jet. a sa plus grande 
valeur , quand sin 2 a = 1, c'est-à-dire quand a — 45 °, 
la vitesse initiale restant lu meme. 

24o. Proposons-nous de trouver sous quel angle il faut 
lancer un projectile du point A, pour qu’il altcigne-un 
point donné (X, Y). Ici l’inconnue est tanga, et si l’on 
pose 

tang a = u, d’où — l - — = 1 « 5 , 

cos 5 a 
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l’équation (8) devient, en y remplaçant tanga, x, y 
par ii, X, Y, 



d'où l’on tire 

~ ± ^ v / 4 /t2 — 4 /, .r — x 5 . 

Donc si l’on a 

4/1’ — 4 /iY— X’>o, 

on aura deux valeurs réelles de 11, toutes deux positives 
dans le cas où X est o, et par conséquent le projectile 
pourra être lancé dans deux directions différentes pour 
atteindre le point M. Si l’on a 

4/1’— 4 /iY — X’=o, ‘ 

il n’existe plus qu’une seule direction donnée par la for- 
mule 

a h 

tanga = 

et enfin le problème est impossible quand on a 

4 A 3 — 4 /iY — X 3 <o. 

24 G. La courbe dont l’équation est 

4 h 7 — 4 hj — x' 1 — o 

ou 

A(h-y) 

est une parabole L'HL (,/%. 82, 11 0 239 ), dont l’axe est 
dirigé suivant A y, et dont le sommet II est situé à la 
hauteur AH = h. Les résultats précédents peuvent s’é- 
noncer ainsi : Quand le point que l’on veut atteindre est 
dans l’intérieur de cette parabole, le mobile peut être 
lancé suivant deux directions différentes; il n’y a plus 
qu’une seule direction convenable, si le point est sur 
la parabole même; enfin quand ce point est hors de la 
courbe, le problème n'est plus possible. 
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Si, laissant l’intensité de la vitesse initiale con- 


fie. 83. 



stante, on fait varier sa di- 
rection, on obtiendra une 
infinité de paraboles ACB, 
AC' B', . . . . Toutes ces pa- 
raboles ont pour directrice 
commune l’horizontale HL 
menée à la hauteur AH = h. 
En effet, soit 


4 h cos’ a 

l’une des paraboles ACB dont C est le sommet : on a 


CE = h sin* a , 

et 4 h cos ’a étant le paramètre, h cos* a -est la distance du 
sommet à la directrice, et par suite h sin*5t-4-Acos’a = h 
est la distance de la directrice, qui est horizontale, à l’axe 
kx. 

HL étant la directrice de l’une quelconque des para- 
boles, si F en est le foyer, on a AF = AH. Donc les foyers 
de toutes les paraboles sont sur une circonférence décrite 
du point A comme centre avec AH = h pour rayon. On 
trouvera facilement que les sommets C et C' sont sur 
une ellipse. 


248. Représentons par 


l’équation 


/(•*. Xj “) = ° 


x’(i «’) 

y — XU H — = o 

4/1 


de l’une quelconque des paraboles. Une autre de ces 
courbes aura pour équation 

/(x, y, u •+• Hu) — o. 


Digitized by Google 



OtX-MEt! VIÈME LEÇON. IJJ 

Si M (x,y) est un point commun à ces deux courbes, on 
aura donc à la fois ‘ 


/(•*> y, “)= o, 
f{x, y,.u + Am) = 0, 


d’où l’on déduit 


? 




/(*, y s h -+- Au) —f(x, r, u) 


A U 


Si maintenant on suppose A u — o, on a, pour déter- 
miner le point d'intersection de deux paraboles infini' 
ment voisines, les équations 


ft ' i d f 

f[x, y, u) = a, — = o 


y s* 


ou 


X 1 (l -t-Jl’) 

. ^ y=xu p 

1 h 

. - M= • 

X 

Ij élimination de u entre ces deux équations donnera 
4 h [h — y) — .r’ = o 

pour l’équation du lien des points M, c'est-à-dire pour 
l’enveloppe de toutes les paraboles. 

Or cette équation est précisément celle de la parabole 
HLM, lieu des points que le projectile ne peut atteindre 
que dans une seule direction: Ce résultat pouvait être 

prevu, car 1 équation — = o exprime que pour un sys- 
tème quelconque de valeurs attribuées à x et y, u consi- 
dérée comme inconnue a deux valeurs égales. 


K 




I. 


12 
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COURS UE MÉCANIQUE. 


VINGTIÈME LEÇON. 

> DBS COMPOSANTES DE LA FORCE MOTRICE. 

Décomposition de la force motrice en force langenlielle et force centri- 
pète. — Cas d'un point assujetti à décrire une courbe donnée. — Force 
centrifuge. — Ças d’un point assujetti h demeurer sur une surface don- 
née. — Méthode d’Huygheus. — Application au mouvement de rotation 
de la terre* 


DÉCOMPOSITION DE LA FORCE MOTRICE EN FORCE 
TÀNGENTIELLE ET FORCE CENTRIPÈTE. 

249. Soit M un point entièrement libre dans l’espace 
et sollicite par plusieurs forces dont la résultante est P. 


Fig. 84. 



On sait que si X désigne la- com- 
posante de cette force parallèle 
à Taxe des a*, 6n a 


(<) 


X ==. m — — ; 


mais si a est l’angle que la tangente à la trajectoire fait 
avec l’axe des x, et v la vitesse, on a 


dx 

dt 


= V cos a , 


d’où 


d 2 x d(vcoSa) dv d cos a 

de 2 de dt dt 


d cos < 
dt 


“î 


dt 


dx 

d d7 v 

P — ; — = - COS A , 
as p 


étant l’angle que fait avec l’axe des x la droite qui va 
du point M au centre du cercle osculateur à la courbe en 
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.ce point, et o le rayon du cercle osculateur : donc 


, ,, rfc ’ nv ' , 

(2 • X = ni — cos * H cos A. 

dt a 


Cette équation exprime que la projection de la force P 
sur un axe quelconque est égale à la somme des projec- 
tions sur cet axe : r° d’une force dirigée suivant 

la tangente à la courbe; 2 ° d’une force — > dirigée sui- 
vant la normale qui passe par le centre de courbure: 
Donc P est la résultante de ces deux dernières forces. 

Ainsi, dans le mouvement d’un point en ligne courbe, 
la force motrice P se décompose à chaque instant en deux 
forces l’une, dirigée suivant la tangente, est nommée la- 
force tangentielle l’autre, dirigée suivant le rayon de 
courbure, se nomme la force centripète. En désignant la 
première par T, la deuxième par Q, on aura donc 


(») 


mdv /mi’ 



C’est cette dernière force qui produit la courbure de la 
trajectoire en écartant le mobile de la tangente. 

Il résulte de là que le plan qui passe par la force mo- 
trice et par la tangente est le plan osculateur au point M, 
puisqu’il renferme le centre de courbure. 


250. Quand le point matériel est sollicité par plusieurs 
■forces dont P est la résultante, on peut décomposer cha- 
cune des premières forces en deux autres dirigées l’une 
suivant la tangente et l’autre perpendiculairement à celte 
tangente, et par conséquent dans le plan normal à la 
courbe. Les forces tangcntielles se composeront en une 
seule T, égale à leur somme algébrique, et les forces nor- 
males se composeront aussi en une seule Q, nécessaire- 
ment dirigée suivant le centre de courbure. Il résulte de 
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là que si une des forces appliquées au point M est nor- 
male à la trajectoire, elle ne donnera pas de composante 
suivant là tangente et n’entrera pas dans -la valeur de 

m '4- : en d’autres termes, elle u’influerà pas sur 1 arcé- 
dt ’ r 

lération du mobile. De même une force dirigée suivant 

ht tangente à la trajectoire n’aura aucune influence sur 

la valeur de * et par suite ne tendra pas à changer'la 

direction du mobile. 


POINT ASSUJETTI A SE MOUVOIR SUR UNE COURBE DONNÉE. 

FORCE CENTRIFUGE. 

231. Supposons en premier ‘lieu qu’un point M 
(./'<?• 84 j p. 178 ), qui n’est actuellement sollicité par 
aucune force et qui ne se meut qu’en vertu de sa vitesse 
acquise, soit assujetti à demeurer sur la courbe AMB. 
Son mouvement doit être celui d’un point libre sollicité 
par une certaine force N qui représente la résistance de 
la courbe, action égale et contraire à celle qu’exerce le 
mobile sur la courbe. En supposant qu’il n’y ait pas de 
frottement, cette résistance est normale à la courbe, et 
par conséquent elle n’a pas de composante tangentielle. 
Donc on a 


dv 

m 7t = ° ’ 


a étant la vitesse initiale. Ainsi la vitesse est constante, 

et comme de' l’équation y ou n on déduit s — at , 

le mobile parcourt sur la trajectoire des espaces égaux en 
temps égaux. La force normale N doit alors être dirigée 
suivant lé rayon de courbure MK,, et l’on a 


La pression 



exercée par le mobile M sur la courbe ou 


; 

f» * 

V. A: 

ftfV .Sf X 
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% 

sur le lien qui l’oblige à parcourir cette courbe est égale 
et contraire à la résistance Pt de la courbe et par consé- 

ciuent son expression est Cette lorce, égalé et con- 

P 

traire à la force centripète, est ce qu’on appelle la force 
centrifuge. > , 

' 252. Supposons en second lieu que le point M soit 
Fig. 8"> • sollicité par une certaine force 

motrice P. On peut faire abstrac- 
tion de la courbe, si l’on joint 
à la force P une certaine force Jf, 
normale à la courbe, force égale 
et contraire à la pression que le 
point M exerce sur elle. Décom- 
posons la force P en deux autres T et Q, la première diri- 
gée suivant la tangente, et la seconde située dans le plan 
normal de la courbe. Soit F la résultante des deux forces 
Q cl N, situées toutes les deux dans le plan normal. I.a 
force F agira suivant le rayon de courbure (251), et l’on 
aura • * 



dv 


nté* 


— F. 


La force F, dirigée suivant le rayon osculateur et qui agit 
à chaque instant pour empêcher le mobile de s'écarter de 
la courbe suivant la tangente, est la force centripète. 
Une force F', égale et contraire à la force F, qui la dé- 
truit à chaque instant, est appelée la force centrifuge. 
La force N étant égale et contraire, à la pression exercée à 
chaque instant par le mobile sur la courbe, cette pression 
s obtiendra en cherchant la résultante des deux 1 forces Q 
et F' qui font équilibre à la force N. On aura 

.F : Q = sin QMN : sin l'M N 
ce qui donne la position de MM. 

253. Danslc cas général, la force centrifuge en chaque 
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point est proportionnelle au carré de la vitesse du mobile 
et eh raison inverse du rayon de courbure de la courbe 
en ce point. 

Si la force motrice était normale à la courbe, on aurait 

dv 

T = o , ou «j — = o; 

dt 

par suite 

. . , v— constante, : 

le mouvement serait uniforme. 

Si la force motrice était dirigée suivant la tangente à la 
courbe, on aurait Q = o. Alors la force N se confondrait 
en grandeur et en direction avec la force centripète F, 
et la pression exereéesur la courbe par le mobile avec la 
force centrifuge F'. 

MOUVEMENT DUS POINT SUR UNE SURFACE. 

254. Supposons que le mobile soit assujetti à. rester sur 
une surface donnée, et soit AMB (fig- 85, p. 181 ) la 
courbe qu'il y décrit. On peut faire abstraction de la .sur- 
face, pourvu que. l’on joigne à la force motrice P du mo- 
bile, à l’instant considéré, une forcé N, nécessairement 
normale à la surface, égale et contraire à la pression que 
le mobile exerce sur elle. Décomposons encore la force P 
en deux autres T et Q, l'une tangente et l’autre nor- 
male à la trajectoire AMB. Les deux forces Q et N nor- 
males à la trajectoire se composent eu une seule F dirigée 
suivant le rayon du cercle osculateur de la trajectoire au 
point M, et l’on a 



on aura aussi 

■ F : Q = sin QMN : sin FMN , 

ce qui détermine la position de MF ou du plan osculateur 
quand on connaît V,. o, Q et l’angle QMN. 
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Ou aura encore dans ce cas la pression exercée par le 
point mobile sur la surface, en cherchant la résultante 
égale et contraire à N, de la force (,) et d’une force F', 
égale et contraire à F. 

255. Si la force motrice était nulle, on aurait 

» , * 

» . , ’ ^ 

. • . indu ~ • • ’V 

— — =o,. d ou » = constante, 

■ 1 * 


et M serait à la fois la mesure de la force centripète et de 
lu force centrifuge.- 

Si la force P était dirigée suivant la tangente à la tra- 
jectoire, on aurait 


Q = o, 


mdv 

Ht 


P. 


Larésistance de la surface serait la force centripète. Dans 
ce cas, MN se confondant avec MF, le plan osculateur 
PMF contient la normale N à la surface. Alors la courbe 
que décrit le mobile est telle, que tous ses plans oscula- 
teurs sont normaux à la surface. Cette propriété appar- 
tient, comme on sait, à la ligne la plus courte tracée sur la 
surface entre deux points. Un peut donc dire que dans ce 
cas la trajectoire est la ligne la plus courte que l’on puisse 
tracer sur la surface entre deux quelconques de ses points. 


AUTRE MANIÈRE o’oBTENlR LES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS. 


256. Huyghens trouve à peu près de la manière sui- 
Fif>. 86. vante les composantes de la force 

motrice. Le mobile arrivant au 
point M de sa trajectoire, au bout 
du temps t, décomposons la force 
motrice P en deux forces T et 
Q : l’une dirigée suivant la tan- 
gente MT, et l’autre perpendi- 
culaire à cette tangente. Dans le temps infiniment petit 



Digitized by Google 


! 


*84 COURS DE MÉCANIQUE. 

di, le mobile parcourt Tare MN = ds. Si l'on considère 
la force motrice P comine constante en grandeur et 
en direction pendant le temps infiniment petit dt, l’é-i 
lément MIN ou ds peut être considéré comme situé dans 
le plan PMT qui passe par la tangente MT au point M 
et par la direption de la force P. C’est donc le plan oscu- 
lateur de la trajectoire, et la direction de la force Q passe 
par le centre de courbure K. Pendant que le mobile par- 
court l’arc MN, sa projection sur la droite MK parcourt 
l'espace MH, projection de MN, en se mouvant comme 
un point de même masse qui, n’ayant pas de vitesse ini- 
tiale suivant MK, serait sollicité par la composante de la 
force P parallèle à MK, composante qui conserve pendant 
le temps dt la valeur Q qu’elle a au point M. On aura 
donc 


(«) 


2 m 


Décrivons dans le plan PMT le cercle osculateur au 
point M, qui touche la tangente MT en M et pass.e par 
le point N infiniment voisin du point M : le carré de la 
corde MN est égal au diamètre multiplié par la projec- 
tion MH de MN sur le diamètre MK. On a donc 


MH = 


MN 
2 MK 


(*') 


MH = — , 

2 p 


en substituant l’arc infiniment petit ds à sa. corde MN 
et désignant par p le rayon de courbure MK. 

En égalant les valeurs (i) et (2) de MH, on aura 


2 m 2 p 
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Q = 


ds\* 

Jt) _ 


rnv' 


1 85 


Pendant que le mobile parcourt l’arc MN, la projection 
Sur la tangente MT se meut comme un point de masse m 
sollicité par la force constante T ; on a donc 


T = m 


d(v cos a) 

Jt ’ 


a désignant l’angle que la vitesse variable v du mobile 
sur l’arc MN fait avec MT. En effectuant la diflérenlia- 
tion, 

ilv . dx 

T = m — cos a — mv sin a — • 
dt dt 

Mate au point M l’angle oc est nul, ce qui donne pour ce 
point ■ 

K): . J - m jt . 

Ces considérations s'étendraient au cas d'un point 
assujetti à se mouvoir sur une courbe ou sur une surface. 


REMARQUES SUR LA FORCE CEJNTRIFL'CE. 

2o7. Quand un corps - solide tourne uniformément 
autour d’un axe lixe AB, chaque 
point M de ce corps possède une 
force centrifuge particulière F, 
qui pour l'unité de masse est 

égale à -» v étant 1» vitesse du 

point M et p le rayon KM du - ■ 
cercle qu il décrit. En appelant T le temps d’une révolu- ■ 
lion entière, on a 

d’où 
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Les forces centrifuges des différents- points sont donc pro- 
portionnelles à "leur distance à l’axe. 

258. Ces. remarques sont applicables à la terre. Outre 
son mouvement de translation dans l’espace, elle a un 
mouvement de rotation autour d'un axe passant par son 
centre. » 

Comme la force centrifuge tend à éloigner tous les 
corps de l’axe de rotation de la terre, elle doit modifier 
l’intensité de la pesanteur à la surface du globe. Pour 
apprécier son influence, consi- 
dérons d’abord un point M situé 
sur l’équateur. Appelons G l’in- 
tensité de l’attraction de la terre 
sur l’unité de masse au point M, 
force dirigée suivant MO; F la 
force centrifuge du point M, 
rapportée à 1 unité de masse, force dirigée suivant MF, 
prolongement de OM; enfin g le poids apparent de l’u- 
nité de masse ou la pression sur l’appui qui soutient' la 
masse m. On aura g — G — F. Si l’on appelle p le rayon 
• terrestre et T le temps que la terre emploie à faire une 
révolution, on a (257) ,. 



F — ~T^~ ' 


donc on aura 


-= G — 


4*’p 


Pour se faire une idée plus exacte de la diminution que 
la force centrifuge fait subir au poids du corps, obser- 
vons que la circonférence d’un grand cercle’de la terre est 
égale à 4o oooooo de mètres. L’observation donne pour g 
très-sensiblement la même valeur dans les différents lieux 
de la terre. En prenant la valeur g= g'", 808896 , à Paris, 
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d’où 
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4 * î p t _ z 

T 1 289’ 


g = °~± 9 t 


187 


g diffère donc très-peu de G, et l’on a à peu près 


'-"(-âi)' ' 


•f 


Donc la pesanteur à l’équateur est diminuée d’environ 


47t’p 


fait voir 


sa 289' partie. D’ailleurs la formule F : 

que si le mouvement de rotation devenait 17 fois plus 
rapide, la’ force F deviendrait 17* ou 289 fois plus grande, 
et alors la pesanteur serait à peu près nulle à l’équateur, 

259 . Supposons maintenant le point M placé sur un 
certain parallèle dont le rayon 
MK — r. Soient X = MOC la la- 
titude du point M, G l’intensité 
de la pesanteur en ce point, f 
l’intensité, rapportée à l’unité 
de masse, de la force centrifuge 
dirigée suivant M f. On a 



g = G — f cos X ; 


d’ailleurs 


/ 


_ 4 1' 1 ' 


et à cause de r = p cos X , 


donc 


4 w 1 p cos X 

J ‘ p ’ ’ ” 

MX = ^ = 1h» 5 >X, 
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à peu près; tlonc enfin 


g = 



A l’équateur eos X = i , g = G 

cos X = o, g = G. 

L'attraction de la terre sur l'unité de masse des corps 
placés à sa surface doit encore subir une correction qui 
est due à ce que la terre n’est pas parfaitement sphérique 
et homogène. En tenant compte de sa forme réelle, on 
trouve que g est donné par la formule 





Digitized by Google 


VINGT ET UNIÈME LEÇON. l8g 


VINGT ET UNIÈME LEÇON. ' - 

DES FORCÉS VIVES ET DU TRAVAIL DANS LE MOUVEMENT Ii’lIN POINT 
MATÉRIEL. . 

Différentielle de la forcp vive. — Formes diverses de X<Lr-+- \ & - 4 - 7.dt . 
— Définition du travail. — Relation entre le travail et Ja force vive. — 
Conséquences du principe des forces vives. — Ca9 où il y a frottement 
ou résistance d’un milieu. — Cas où le mobile est sollicité par des forces 
dirigées vers des centres fixes. 


DIFFÉRENTIELLE DE LA FORCE VIVE. 

/ 

260. P désignant la force motrice qui sollicite un 
mobile M et X, Y, Z ses rom posantes, on a 


•(«) 


d'x 

m — - — — X , 
dt‘ ’ 


(l 'y v 

m —r— — Y, m — — : 

dO ’ dp 


:Z. 


On tire de ces trois équations 

( y.-dx (P x-\-ldyd‘ y -\-idzd } ^ 


V 


dP 


X <Zr + Y dy -+- Z dz). 


Mais la quantité entre parenthèses dans le premier mem- 
bre est égale à d. v* ; on a donc 

(a) d.mv' = 2(Xdx-i- Ydy+Zdz). 

261. Cette équation subsiste, lorsque le point mobile 
est assujetti à rester sur une courbe ou sur une surface 
donnée. En effet, si JN est la force qui représente la résis- 
tance de la courbe ou de la surface, on a 


(*) 


d' x 

~dF 

d'y 

~dF 

d'z 

' l/F 


= X+N cos A, 
= Y— |- N cos (* , 
= Z -+- N eosv, 
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i, p, v étant les angles que la normale suivant laquelle la 
force N est dirigée fait avec les axes. On tire de ces équa- 
tions * 

' dmi ' 2 = 2 (Xdx -+- Y dy -+- Z dz) 

l -+- 2 N (cos X dx -t- C0S(* dy cosvùi) ; , 

màis puisque N est normale à la trajectoire, la dernière 
parenthèse est nulle. Cette équation se réduit doupà 
l’équation ( 2 ). 

262. La quantité mv’ ou le produit de la masse d’un 
mobile par le carré de sa vitesse est ce qu’on appelle la 
force vive du mobile. On a dans tous les cas 

( 4 ) d — mv 7 — Xdx + Ydy + Z dz, 


X, Y, Z étanr les composantes de la force motrice. 


AUTRES FORMES DE Xdl Ydy -+■ Zidz. 

I 

263. Soit a) l'angle PMT que la force motrice P fait 
Fig. 90. avec la tangente., On a 



X dx , Y t)y Z dz 
C0 ®“- P Ï + P^ + P dz' 

d’où l’on tire 

( 1 ) X dx -t- Y dy ■+- Z dz = P cos w ds. 


Si l’on décompose la force P en une force tangentielle T 
et une force normale Q, on a T = P cos u>. Donc 


(2) Xdx'-t- Ydy + Xdz = Tt/s. 

Enfin, si l’on appelle dp la projection MI de l’arc 
MH = ds sur la direction de la force motrice, on a 


cos a ds — dp, - 

et par suite 

( 3 ) Xrf.r -h Ydy 4- Xdz = P dp. 
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Ainsi l’expression Xdx 4- Y dy -f- Z dz est égale : i° au 
produit de la force motrice P multipliée 'par l’élément de 
la trajectoire et par le cosinus de l’angle que cette force 
fait avec la tangente; a® au produit de l’élément de l’arc 
multiplié par la force motrice estimée suivant la tan- 
gente; 3° au. produit de cette force motrice multipliée 
par la projection de l’élément de l’a'rc sur sa direction. ' 

A ' t m , • 

DÉFINITION DU TRAVAIL. 

264. Le produit T ds que l’on obtient en multipliant 
la composante tan'genlielle de la force P par l’élément 
de l’arc parcouru dans l’instant dt se nomme travail 
élémentaire ou élément de travail de cette force. L’élé- 
ment de travail est considéré comme positif lorsque la 
force tangentielle agit dans- le sens du mouvement, et 
comme négatif dans le cas contraire, ou, ce qui revient au 
même, suivant que l’arigle w est aigu ou obtus. Le signe 
du travail élémentaire sera- donné par l’expression 
P cos w ds, en considérant P et ds comme positifs. 

Si l’on considère P cos u ds comme le produit de P par 
cos u> ds, on peut dire encore que le travail élémentaire 
est égal au produit de la force par la projection de l’élé- 
ment du chemin parcouru sur la direction de cette force. 

263. Dans tous les cas, la projection d’pne résultante 
sur une droite étant égale à la somme dès projections de 
ses composantes, on voit que le travail élémentaire de la 
résultante de plusieurs forces est égal à la somme algé- 
brique des travaux élémentaires de ces dernières forces. 

.f 

266. On nomme travail total d’une force P pour un 

chemin déterminé AB l’intégrale 

limites qui correspondent aux extrémités de l’àrc par- 
couru. Les forces normales à la trajectoire n’ayant au- 
cune influence sur la composante tangentielle, n’influent 
pas sur le travail total. 


/ 


T ds, prise entre les 
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• Pour donner un exemple de travail total, considérons 
un poids P descendant sous l’action de la pesanteur, soit 
librement, soit en demeurant sur une courbe quelconque : 
.on aura P ds cos w = P dz, en appelant dz la projection 

de l'arc ds sur la verticale. Le travail total sera 

ou Pï, lorque le mobile sera descendu de la hauteur ver- 
ticale z. Ce travail serait — Pz si le mobile montait de 
la hauteur z. 


RELATION ENTRE LE TRAVAIL ET LA FORCE VIVE. 


267. Si dans l’équation (a) du n" 260 on remplace 
Xdx-ï-Y dj+Zdz par T ds, on aura 


(') 

d’où 

(a)> 


dm . v 7 = 2 T ds , 


mv ■ = C -+- 2 



T ds. 


Si h est la vitesse lorsque s = .i 0 , on aura C = et 
par suite 



Ainsi l’accroissement de force vive du mobile, lorsqu’il 
passe d'une position à une autre, est égal au double du 
travail de la force motrice. 

268. Si la force P est la résultante de plusieurs forces 
P,, P,,..,, dont les composantes tangentielles sont T,, 
T,, T S) . . ., on aura 

T = T, + T, + T, + . . . , 

d’où 


|*T ds = f Tl ds + f T, ds + 
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. On aura donc 

(i) mv 2 — = aÇJ Ç T, .-. V 

Donc, si l’on appelle forces mouvantes celles qui font 
un angle aigu avec la tangente et forces résistantes celles 
qui font un angle obtus, et dont l'effet ast de retenir le 
mobile dans son mouvement sur la courbe, on pourra 
dire que : 

‘ V accroissement, rie force, vive d’un mobile, lorsqu’il 
passe d’une position à une autre, est égal au doiible de 
l’excès du travail des forces mouvantes sur le travail - 
des forces résistantes . 

Ce principe est ce que l’on nomme le principe des 
forces vives ou de la transmission du travail, pour le cas 
d’un siipple point matériel. Nous l’étendrons plus tard 
au cas d’un nombre quelconque de points. 

CONSÉQUENCES DU PRINCIPE DES FORCES VIVES. 

269. Quand le mobile n'est sollicité par aucune force 
ou qu’il l’est seulement par des forces toujours normales 
à la trajectoire, on a T = o, et par suite v = k. Ainsi le 
mouvement est uniforme, ce qu’on a déjà trouvé par une, 
autre méthode. 

270. Supposons que X dx -+- Y dy 4- Z dz soit la dif- 
férentielle exacte d’une fonction f(x, y , z) de trois 
coordonnées x, y, z considérées comme des variables . 
indépendantes, ce qui exige que l’on ait 

df r df „ df 

(•) ~ ~ ’ 


z — : 

dx' dy dz 


Il résulte des lois de la différentiation que x, y, z étant 
regardées comme des fonctions quelconques du temps, on 
n'aura pas moins 

Xd.r Y dy -+- Z dz = T df d.f[.r ,y, z . 

I. . l3 
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Par conséquent, l’équation des forces vives sé réduira à 

mv ] z=C-h 2/(x,.jr, z)i- ‘ _ 

et si l’on désigne par a, b., c les coordonnées du mobile, 
lorsque v = k, on aura 

(a) mv 7 — mk' = 2/(x, /, 2) — if (a, b, c). 

Il résulte de là que l’accroissement de force vive, lorsque 
le mobile passe de la position (a-, h , c) à la position 
\x, y, z) ne dépendpas de la trajectoire dans l’intervalle, 
.jii du temps qui s’est écoulé entre les deux positions ex- 
trêmes, mais seulement des coordonnées de ces deux po- 
sitions. 

271.- Plus généralement, si l’on imagine les deux sur- 
faces 

( 3 ) f(x,y,z) = C, f(x r y,z) = C", 

et que le mobile rencontre la première au point («, b, c) . 
avec une vitesse k, et la seconde au point. (x, y , z) avec 
la vitesse y, on aura , 

( 4 ) mv t ~ — mk 7 — 2 G' — 2C". 

L’accroissement de force vive est donc constant et indé- 
pendant de la forme de la trajectoire entre les deux sur- 
faces, des points où cette courbe rencontre ces deux sur- 
faces et du temps qui s’est écoulé. 

On trouve un résultat de ce genre dans le mouvement 
d’un mobile sollicité seulement par la pesanteur. Si l’on 
prend l’axe des z vertical et dirigé dans le sens de la 
pesanteur, on aura X = o, Y = o, Z = mg, et par con- 
séquent 

d.im- 1 — 2 mgilz. 

Ici f ( x , yi z) = mgz : par suite les deux surfaces 
f(x,y, z}=C , f(x,y, z) — C" seront deux plans 
horizontaux, et l’accroissement de force vive, quand 011 


f 
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passera de l’un à l’autre, sera indépendant de la trajec- 
toire KM (Jig. m yi). 

272. Dans le cas général, l’équation 

/(*»/•»*)■—■ c 

représentera une infinité de surfaces dilférentes, passant 
par les divers points de la tra- 
jectoire AMB. Nous allons dé- 
montrer que si LMU est l’une 
de ces surfaces, la force motrice 
P au point M lui est normale. 
En effet, la normale à la surface 
* LMU au point M fait- avec les 

axes des angles dont les cosinus sont proportionnels à 

— , or ces quantités sont elles-mêmes propor- 

dxdydz 

tionnelles à X, Y, Z, ou aux cosinus des angles qtie la 
force P fait avec les axes. Donc la force motrice est nor- 
male à la surface LMU.. 

C’est ce que l’on vérifie dans l'exemple précédent où 
les surfaces (analogues à f[x , _y, z) *= C sont des plans 
horizontaux perpendiculaires à la force motrice qui agit 
suivant la verticale. ... 

Si la surface J (x, y, z) = C offrait une résistance in- 
définie, et si le point mobile se trouvait placé sur cette 
surface sans vitesse acquise, il y demeurerait en repos, 
puisque la force motrice serait normale en ce point à la 
sürface. C’est ce qui arriverait pour un point matériel 
placé sans vitesse sur un plan horizontal. 

CAS ou IL Y A UNE RÉSISTANCE. 

273. Quand un mobile éprouve un frottement ou se meut 
dans un milieu résistant, l’expression Xdx 4- Y dy -+-T,dz 
n’est plus une différentielle exacte. En effet, s’il y a 
frottement, cette force s’exerce suivant la tangente à la 

i3. 
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trajectoire et en sens inverse <lu mouvement du mobile; 
elle est proportionnelle à la pression nor/nale N du mo- 
bile sur la courbe qu’il décrit. Le frottement- est donc 
représenté par — ,/N, f. étant un coefficient constant. 
Scs composantes seront . 


-/N 


dx 
ds ’ 


-/»!■ 




et l’expression 

-/N (dxÿ 


dy 


dy -ds\ 

dl + dZ Js)~- 


-ffids 



sera, la partie de X dx -+■ Y dy -+- Z dz provenant du 
frottement. Or la pression N est inconnue au point con- 
sidéré et ne dépend pas uniquement de l’arc parcouru. 
Op ne peut donc pas dire que — JTi ds, et par suite que 
\dx -f- Y dy -+- Zdz, soit,' dans ce cas, la différentielle 
exacte d’une fonction de x, y, z. 

274. Quand le mobile se meut dans un milieu résistant 
la résistance de ce milieu est une certaine fonction f(v) 
de la vitesse, et la partie de cette force qui entre dans 
X<Ér ■+• Xtty - s r’Ldz est, par un calcul analogue à celui 
que nous venons de faire, — f[v)ds. Or la vitesse v, et 
par suite f ( m), ne dépendent pas des différentielles de 
x, y, z, et par conséquent — f(v)ds n’est pas une diffé- 
rentielle exacte, non plus que \dx -f- Xdy-y Zdz. 

Dans ce cas, si lé point sc meut sur une courbe con- 
nue,' il faudra prehdre l’équation 



T 


ou 




T désignant la composante de la force motrice (y. compris 
les résistances) suivant la tangente. Au moyen des équa- 
tions de la coürbe on pourra exprimer T en fonction de s , 
et alors la détermination du mouvement sera ramenée à 
l’intégration d’ünè équation différentielle du second or- 
dre, taudis que si X dx -+• Y dy -4- 'Zdz était une différen- 
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tielle exacte, on n'auràit à intégrer qu’une éi [nation dif- 
férentielle du premier ordre. ' 


CAS OU LE MOBILE EST SObLICITÉ PAR DES FORCES DIRIGÉES 
VERS DBS CENTRES FIXES. 

\ • . • . 

275. Il est un cas important dans lequel l'expression 
Xdx-+- \ dy-\-Zdz est toujours une différentielle exacte : 
c’est celui où un point’ matériel est sollicité par des forces 
dirigées vers des centres fixes et dout les intensités sont 
des fonctions des distances du mobile à ces différents 
centres. Supposons qu’une force dirigée vers le centre 
fixe K. (e, j, g) repousse un point M (.r, y, s), avec une 
énergie R, fonction seulement de 
la distance MK = r. Les com- 
posantes de la force R étant 

Rillf, R-lJZ/, Ri ZJ, la 

r r r. 

partie de Xdx -+- Ydy -f- Z dz 
provenant de cette force sera 


FiC- 92. 



H 


[(* — e)dx 4- [y -~f)jdÿ- f- {s — g)'b 1 


ou R df, puisque l’on a 

= {* — e Y+ {r — /)’ -t- (s — g)*, 

rdr = {* — c) d.r -t- [y —/) dy + {z — g)dz. 


Donc R étant une fonction de r, et par conséquent de 
x , y , z, il en sera de même de Rdr. 

Si la force était répulsive, le même calcul donnerait 
— Rdr pour le terme provenant de cette force dans 
Xdx + Ydy-yZdz. 

Donc si le mobile est sollicité par un certain nombre 
de forces R, R', R",. . dirigées à chaque instant vers 
des centres fixes K, K', K", . . . , on aura 

d.mv' — 2(±Rrfr±R'rfr'. . .), 


• f ’ 
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et chaque terme du second membre étant une différen- 
tielle exacte, il en sera de même de leur somme. 

La même conséquence aura lieu si l’un des centres 
's’éloigne à l’infini, c’est-à-dire si la force correspondante 
est perpendiculaire à un plan donné , et fonction de la 
distance du point à ce plan. 


276. Il est une autre manière de faire voir que la partie 
de Xrfx -t-Yrfp -+- Zdz provenant de la force R ou la 
quantité de travail élémentaire 
de cette force est R dr. En effet, si 
le point mobile décrit dans l’in- 
stant dt l’espace infiniment petit 
MN = ds, dont la projection 
sur la direction de la force R 
soit MH, on aura MH = dr , en 
négligeant un. infiniment petit 
du second ordre. Car si l’on décrit du point K comme 
centre, avec un rayon égal à KN ou r + dr , l’arc NI, on 
a MI = dr , et L’on voit que le rapport de MH à MI ayant 
pour limite l’unité, la quantité de travail de la force R 
sera R X MH ou Rdr en substituant MI à MH. 
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VINGT-DEUXIÈME LEÇON. 

«» 

MOUVEMENT D VN POINT PESANT SUR UNE COURBE. PENDULE SIMPLE. 

* v 

Mouvement d’un poinl pesant sur une courbe. — *• Cas où il y a une vitesse 
initiale. — Pendule. — Equation du mouvement. — Cas où cette équa- 
tion peut s’intégrer. — Cas des petites oscillations. 


MOUVEMENT D UN POINT PESANT SUR UNE COURBE. 


277. Lorsqu'un point pesant se meut sur une courbe 
donnée AIYIA\ la seule force 
qui le sollicite est la pesan- 
teur, dont l’intensité constante 
est désignée par g. Le travail 
de cette, force est mgz, et le 
principe des forces vives donne 
immédiatement 



(1) v'=P+2 g{z — h), 

en supposant que e = A pour * = OH = h. * 

Supposons A = o, c’est-à-dire que le mobile parte du 
point A sans vitesse acquise, l’équation deviendra 

( 2 ) v'=ig[z — k).' 

Si le mobile est en M, on aura • 


HP — z — h, r 2 = 2 jf. HP : 

donc sa vitesse acquise par le mobile au point M'sera la 
même que s’il était tombé librement de la hauteur HP. 

Si B est le point le plus bas de la courbe, le mobile 
aura la plus grande vitesse en ce point. Parvenu là, il 
continuera sa route en vertu de la vitesse acquise, et 
s’élevant sur la partie BC avec une vitesse décroissante, 
comme le montre la formule ( 2 ), il s’arrêtera au point 


200 
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A', poilr lequel z = /». Mais aussitôt, sollicité par la pe- 
santeur, i P descendra de nouveau sur la courbe pour 
revenir au point A, et ainsi de suite; c’est-à-dire qu’il . 
parcourra continuellement le même, arc ABA', tantôt 
dans un sens, tantôt dans un autre. 

278. Le temps employé par le mobile pour parcourir ' • 
l’arc AM est le même, soit qu’il descende, soit qu’il 
moule, puisque le temps employé dans l’un et dans l’autre 
cas est le même que celui que mettrait le mobile à par- 
courir la même hauteur verticale HP, soit de haut en 
bas, en partant du point H avec une vitesse uulle, soit 
dans le sens contraire, en partant du point P avec une 
vitesse égale et contraire à celle qu’il acquerrait s’il tom- 
bait librement de la hauteur HP. Da»s ce cas, les oscilla- 
tions du mobile sont isochrones, c’est-à-dire qu’elles 
s’efiectuent dans le même temps. 


CAS OU LE MORILE A UNE VITESSE INITIALE. 

279. Si au point A, pour lequel z — h, le mobile a 
une vitesse A, on a 


(i) k' = A ! -f- 2g(z — h). 

La vitesse du mobile va en croissant aveez et est la plus 
grande possible au point 11. Le mobile se meut ensuite 
sur l’arc BCO et s’y élève plus haut que le point A’. 

Prenons pour origine des coordonnées le point O le 
plus élevé de la courbé. Nous aurons trois cas à exa- 
miner. 

Premier cas : A* < -i g/i. — Dans ce cas la vitesse du 
mobile au point A est moindre que celle qu’il acquerrait 
eu tombant verticalement de la hauteur OH = h. Le 
mobile s’élèvera jusqu’à un point C plus haut que A' et 
qui sera déterminé par l’équation 


A*- 3 g/i — A 2 

s = 01 = A = — 1 

*g *g 
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valeur positive. En ce point C la vitesse sera nulle; le 
mobile s’arrêtera pour revenir sur l’arc CBC' jusqu’au 
point C’ situé à la même hauteur que C. De C’ il revien- 
dra en C, et ainsi de suite ; de sorte qu’il fera une inflnité 
d’oscillations isochrones. • . ‘ •' - 


Deuxième cas : k^>\Jzg/i. — La vitesse du mobile 
ne sera jamais nulle, car on aura 

v' = zgs H- (X- J — 2 g/i), 

équation dont le second membre est composé de deux 
quantités positives. Le mobile reviendra au point O avec 
la vitesse \jk r — aÿ/i, dépassera ce point et parcourra la 
courbe une infinité de fois, toujours. dans le même sens. 

Troisième cas: k = ^‘igh. — On aura z = o pour 
o = o; le mobile ne s’arrêtera qu’au point O, mais il lui 
faudra un temps infini pour arriver a ce point. En effet, 
en désignant par s l’arc ON, on a 


(*) 


ris , 

lt + ^ 8Z - 


v étant l’angle que la tangente au point N fait avec la 
verticale et p le rayon de courbure en ce point, on a 

4 -' 

as cos v 

, ris ~ f 

Soit a une constante, telle que . 


on aura 


d’où 


«< 


COS V 


dj 
ris I 

— <V 


riz s s 1 

7 < -) î< 

ris a 2 a 
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Par conséquent l’équation ( 2 ) donne l'inégalité 

± + ,uJi>o, 

•S V a 

d’où, en intégrant, 


ou entin 


t — t 




d’où l’on conclut que t augmente indéfiniment quand s 
tend vers zéro. 

PENDCLE. — ÉQÙATIO» DU MOI VEMKHT. 

280. On appelle pendule un corps solide pesant qui 
peut osciller autour d’un axe horizontal. Pour simplifier la 
théorie du pendule, on a considéré le cas idéal d’un point 
matériel suspendu à l'extrémité d’une tige ou d’un fil 
inextensible et sans masse et dont l’autre extrémité est 
fixe. C’est ce qu’on nomme un pendule simple. 

Ou voit d’abord, que la pesanteur ne peut faire par- 
courir à ce pendule écarté de la verticale qu’un arc de 
cercle situé dans un plan vertical. 

Plaçons 'l’origine des cordonuées. au point de suspen- 
sion O : prenons l’axe des z ver- 
tical et dirigé dans le sens dc'la 
pesanteur. Soit A la vitesse du 
point matériel alors que la di- 
rection du fil fait avec la verti- 
cale un angle AOz = a. L’équ'a-- 
iï lion -du mouvement sera 

(0 ' ^=k^ig(z — h), 

h étant le z du point A, ou bien 

U) 7t~ — — *)• 


Fig. 9 a. 
C 


U’. 
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Si l’on compte les arcs parcourus sur la courbe à partir 
du point A, s croît avec t , quand le mobile se meut dans 
le sens ABA', et il faut alors prendre le signe -K On 
prendra le signe — dans le cas (contraire: 

• Supposons le mobile arrivé en M. Soient OM = a le 
rayon du cercle, MOB ■=?: 6, on a 

s — a(a — 8), ' - 

et par suite 

Us =z — ad 6 ; 

donc 

ad 8 


- — = ^î 

de 


*g{z — a ); 


mais OP = z — a cos 0 , OH — h — a eos a : donc l’équa-' 
tiota du mouvement sera 

.... ad 8 . 

(d) dt = - 


ij k 2 -+- 2 ga ( cos 8 — cos a) 

cas ou l’équation peut s’intégrer. 

281. On peut intégrer l’équation (3) dans le cas où 
l’on a 

(1) k 2 = iga (l -(- cosa). 

Cette égalité a lieu lorsque la vitesse du mobile au point 
A est celle qu'il acquiert en descendant sans vitesse ini- 
tiale du point C le plus haut du cercle; car dans cette 
hypothèse le carré de la vitesse du mobile, parvenu au 
point A, est a g. CH. Or 

• " I ■ 

QH = CO -t- OH = a -f- a cos a ; , 

on a donc alors 

k* =z y.ga (i -I- cosa). 

, 

h’équalion (3) se réduit à 

. , . , ad 0 

(2) dt = 


y’ a g a (i + cos 0) 
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Posons 

- 



* 


7t 1 

6 = 2 X , 

2 2 




d’où 

< •• ’ 

. /a dx 

dt 1 / i 

V ,g SID et COS X 

- 


K 

et par conséquent 





' . dtz= *fî langx. » 

On aura donc, en intégrant 

t= 1 langx -+- C, 

,= V^ ll “ 8 (? - ï) +Cî .■ . 

mais on doit avoir 0 = a pour t = o, ce qui détermine 
la constante C. On aura donc définitivement 


ou bien 


Un « ( 7 -,j 


Vs “"«(1- 


(3) 


■felle est la formule qui donne le temps que le mobile 
emploie à parcourir l’arc AM , dans Thypothèse où il 
serait parti du point C, sans vitesse initiale. 

Si l’on fait 0 = 0 , on a 

'“VlHî-f)* 

c’est le temps que met le mobile à parcourir l’arc AB. 
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Si l’on veut ayoir le temps que le mobile met à revenir 
au point C, il faut faire 9 = — n, ce qui donne t = co , 
Ainsi il faut .un temps infini au mobile pour remonter 
jusqu’au point C. ' 


CAS DES PETITES OSCILLATIONS. 


282. Comme la formule 


(•) 


dt~ 


— ad 0 


y A 2 -t- a ga ( cos 0 — cos a) 


n’est pas intégrable dans tous les cas, il est nécessaire de 
restreindre un peu la généralité du problème en cherchant 
seulement la loi du mouvement quand le pendule effec- 
tue de très-petites oscillations de part et d’autre de la 
verticale Oz. En premier lieu on ne diminuera pas la 
généralité du problème en supposant nulle la vitesse du 
mobile au point A; car si elle n’était pas nulle en ce 
point, il suffirait d’augmenter l’angle a d’une certaine 
quantité pour avoir le point où cette vitesse est nulle, et 
c’est ce point que l’on prendrait pour le point A. Si donc 
on fait k = o, la formule (i) se réduira à 


At 




dQ 


( 2 ) . 

V g \j% CHS 0 2 COS a 

Remplaçons maintenant cos 9 et cos « par leurs dévelop- 
pements en séries, et comme les angles a et 0 sont très- 
petits, négligeons les puissances de ces quantités à partir 
de la quatrième. 11 vient alors 


d’où 

et 


0 ’ a 1 

cos 0 = 1 » co» a — i » 

■ I 2 2 

t . 

2 COS 0 — 2 COS SC = or - — 0 2 . 


de : 


V g 6 ' 
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d’où, en intégrant, 



Nous n’ajoutons pas de constante, parce qu’on doit avoir 
0 = a. pour t = o. 

La formule (3) donne 



expression de l’arc décrit pendant le temps t. 


283. Pour avoir la durée T de la première oscillation 
(et l’on sait déjà que les oscillations sont isochrones, 
quelle que soit leur amplitude), il faut faire dans l’équa- 
tion (3)0 = — oC, d’où il résulte 

'• T = 

Lorsque nous avpns supposé que l’équation (3) donnait 
simultanément / = o, 0 = a, nous avons admis tacite- 
ment que nous choisissions o pour l’arc dont le cosinus 
est l’unité. Or, pendant là première oscillation, quand 
l’angle 0 varie d’une manière continue de 6— oc à 0 = — a, 
le temps t. croit d’une manière continue, ce qui exige 
9 . 

que arc cos - croisse aussi a une manière continue; mais 

au départ cet arc est o : donc, à la fin de l’oscillation , 
on ne peut le prendre égal à 3it, à 5 it, . . . , arcs qui ont 
tous — i pour cosinus, mais à 7T, On a par conséquent 


v 7 ; 


- arc cos( — i). 
S ' 


< 5 > 

Ce résultat fait voir que le temps de l’oscillation ne dé- 
pend pas de «, et par conséquent que la durée d'une 
oscillation est indépendante de son amplitude, pourvu 
que celle-ci soit très-petite. 
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Le temps d'une demi-oscillation se trouve en faisant 
0 = o dans la formule (3), On obtient ~ 
résultat facile à prévoir. 


' rii 

ou - l, 
2 


284. Les résultats précédents s’étendent aux oscilla- 
tions d’un point pesant, écarté très-peu de la verticale et 
Fi| , gfi assujetti à se mouvoir sur une 

courbe dont le plan oscillateur 
— D — au point le plus bas B est ver- 
tical. Eu effet, le cercle oscu- 
lateur au point B se confondant avec la courbe, dans 
une. étendue très -petite, le mouvement aura lieu, de part 
et d’autre -du point B, comme sur le cercle osculateur de 
la courbe en ce point. Dès lofs la durée commune de 

chaque oscillation scra'rr ^ ~ a ’ P t ' ,anl I e rayon du cercle 

osculateur au .point B. » 

28o. Si le plan osculateur de la courbe au point B le 
plus bas faisait un angle i avec le plan horizontal ZV, 
Fig. 97 . il faudrait décomposer le poids 

P en deux forces. Tune nor- 
male au plan ZU et qui serait 
détruite par la résistance de ce 
plan, l’autre Q=gsini, si- 
tuée dans ce plan et qui seule 
ferait mouvoir le mobile, force 
d’ailleurs constante en grandeur et en direction. On aura 
donc le temps d’une oscillation en substituant, dans la 

formule T = ir p à d et g sin / à g, ce qui donne 

T = * J-A-s 
V g sm 1 

286. 11 est difficile dans la pratique d’apprécier la 
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durée exacte (l’une seule oscillation ; alors on compte Le 
nombre n des oscillations pendant, un temps r, et l’on a 


Un en tire 



C’est par cette formule que l’on trouve l’intensité de la 
pesanteur en difîérents lieux de la terre. 

287. La formule (4) 



On conclut de là : 


i°. Que 0 et — restent les mêmes lorsqu’on augmente 

t de 2 T, c’est-à-dire que la position du mobile et sa vitesse 
redeviennent les mêmes après la durée d’une double 
oscillation ; 

' ' (IQ 

2 °. Que si l’on augmente t de T, 0 et — changent de 

signe en conservant leur valeur absolue. Ainsi, à des 
intervalles de temps qui diffèrent d’une oscillation, le 
pendule fait des angles égaux avec OB, mais de côtés 
différents, et ses vitesses, dans ces positions, sont égales 
et de signes contraires. 


; 
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VINGT-TROISIÈME LEÇON. 

•> 

SUITE DE LA THÉORIE DU PENDULE SIMPLE. 

Autre méthode. — Développement en série de la durée d’une oscBlation. 

— Pendule cycîoïdàl. — Tau loch rone dans le vide. — Pendule simple 
dans un milieu résistant. .*..**•'.* 


. AUTRE MÉTHODE. 

• • - j* .* j 

288. Nous allons donner la théorie du pèqdule par une 
méthode qui pourra s’appliquer au cas où cet appareil 
Fig. 99. -, est sollicité par une force quel- 
0 ' conque ou lorsqu’il éprouve la 

A\ , résistance d’un milieu. 

/ \ Les mêmes notations (280) 

étant conservées, soit m la masse 
du point mobile. L’action delà 
I pesanteur peut se décomposer 

en deux autres : une force normale détruite par la résis- 
tance du point fixe. Cette dernière, représentée en géné- 


ral par in —, a pour valeur mg sin0. O 11 a donc 


dv 

fît = g 


Posons AM = s, on aura 


r = „fa-ej, j ( -' = 


d’où 


dv 


dt dt' ’ 


!.. . . 
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l’équation du mouvement sera donc 


ou encore 

U) 


ad- 0 

— — — = 2 sin 0, 
dO s ’ 


f/’8 s . _ 

— -+- - sin fl = o. 
dt 7 a 


Multiplions par 2 dO et intégrons, il vient 



(do\- g „ „ 

( — I — 2 - cos 0 -+- C = o : 

\ <u J a 

• triais on doit 

avoir en même temps 

% \ ■' • ' * ' ' 

dO 

'■ * \di ~ °’ .?=“% 

dont: 


\ 

V , , ... 

C = 2 - cos a ; 

a 

. ,. donc • 

. . ’ -t, . . '. 

(3) 

, fa d 0 

dt ip 4 / - : > 

V S.\ f. cas 0 — 2 cos a ■ ' 

. . . * « i t i 

équation déjà obtenue., cl dans laquelle on doit prendre 
;• .. le signe — ou le signe , selon que le mobile se meut 

dans le sens ‘A ISA' ou dans le sens opposé. 


Pour obtenir la dorée d’une oscillation, nous change- 
rons de variable. Soient 


, x — I — cos 8 , . b - :i^ cosa ; 

on en déduit 

lt.C 

\J ■> X — x‘ 


dO 


:i 2 ros 0 — 2 cos a. ~ 2 ( b — ,r j , 


et par conséquent, en prenant le signe — dans la for- 
mule (3), 

dt 

— 5 


( 4 ) 


dt '= — - \/ ~ 

■ 2 V g 
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mais le temps T d'une oscillation étant le double du temps 
que le mobile emploie à parvenir au point le plus Bas, on 
aura, puisque les valeurs de x qui correspondent aux 
positions A et B sont b et o, 


ou 

( 5 ) 


iT=_i Ji r 
2 2 V 


dx 




- •: -, 


Wif- 

V hx 


dx 


, \ ^ 


— X’ l/l — - . • . 

‘ V 2 • 


DÉVELOVPEMENT EM SÉRIE. 


289 . L’intégrale précédente ne pouvant pas s’exprimer 
sous forme finie à l’aide de fonctions algébriques, circu- 
laires ou exponentielles, nous allons la développer en 
série. On a d’abord 


/ x\ 3 t .r i . 3’ x' • • • ■ . - 

y-?.) =, + x-i + ï4'4 


i. 3.5 x 3 i . 3 . 5 . 7 .*•' 

+ 2^6' 8 + 2.4.6-816 

série convergente, puisque .r représentant 1 — cos0 est 
moindre que 2. 

Par conséquent, on aura 


dx 


dx 


/ b. i 


s/:- h 


+ - 


tdx 


4 - 


\[bx 

1 .3 

2 • 4 4 v’ bx ■ — x* 


2 \/ />. 


•r’ dx 


En posant 


C 11 x" dx 
An = 1 -====> 

J o y bx — x‘ 


> 4 - 
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on pourra écrire 


=v1 


! A, , 1 .3 A, 1 . 2.3 A 3 


A 0 -f • — -1 t • —r -t- 

22 2.44 


I . 2 . 3 A 3 ' \ 


290. Ou sait, par la théorie des intégrales binômes, 
que toutesles intégrales définies A,, A,, ..., se ramènent • 
à A». Cette réduction peut se faire directement de la 
manière suivante. On a , • 

r . — ‘ — ; / ' v , , n — x’~'(b — 2 x)d.r 

d.x *- 1 \Jbx — x 1 = (n — i)x M ~ , dx s/ bx — x’H ■ ' — 

2 \Jbx — x 2 

( 2/1 — — 2 nx“ dx 

y". n^b& — x 2 ■ ’ 

donc • * ' . 

• - * , » * % % . ‘ ' 

, 11 — , T , .r * - 1 d.r x H dx 

d. 2 jt" ' 1 V bx — *"=1/1 — HP. ■ - - - — 2 n . • 

\J bx — .r’ ÿ byc — xr 

d’où, en intégrant entre les limites o et b , 

\ . • ' *’ -,.' 1 ' 

oij(j n — ii)6A„_, — jnA,, 

donc •' . - . . . - 

; ' . : 4 _ (a'»'.— 1)6 „ ■ 

f . . An I 

.e 2 fl 

. • . i • 4 . 1 _ ’v 

On 'aura de même ' , ' 

r ' ■ • t r . * . • 

. (211- 3 )i t , _(2« — 

~ 2 (*-a) ' • 


et par suite 


A„ — ' ‘ 3 * 5 ;-V - 2 l] A». 
2 ’. 4 • o . . « 2 n 


J f* b 

Il suffit donc de déterminer A„ ou / , • Or 

J o y ^ — ■*’ . 

r dx /* dx _ 
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J * dx b — ix 

- i — = arc cos - — ; ; 

\Jbx — x? . b 


3 l 3 



donc on aura 


Par conséquent 

'* t \ . . * ' * . ' 

A» = 7r, A, — - bn , A, = — jb'n, A, == — 

2 _ 2-4 2 . 4-0 


et par suite 
T = 


’ "L *W!sr- - 1 

* ' ' . • 4 .. J . • ^ 

Telle est la formule qui donne la dqrée d’une oscillation 
pour une amplitude quelconque. v> .* 

/ ' - • 1 ' •/ • • 

291. Quand l’amplitude est très-petitfe, b =s 1 — cosa 

peut être négligé, et l’on retrouve la formule approchée 

' .* ' ' ‘ ' r •' ' ' 4 ' / 

Si, remplaçant b par 1 — cos « OU- + i ’ a 3 ' 4 ’+'••• » 

on négligeait dans l’expression les puissances de a supé- 
rieures à la seconde, on trouverait 

. .. ; 

Ainsi la durée de l’oscillation dépend de l’amplitude et 
augmente avec cette quantité. 


PENDULE CYCLOIDAJL. 


292.' Considérons le mouvement d’un point pesant sur 
une cycloïde CBC' renversée, située dans Un plan verti- 
cal et dont l’axe BD est Vertical. 


Z" - 

1 » 

, 

J .V 

3 

/ 

/ 

r 

y 

B “ V : ' 


3l4 COURS DK MÉCANIQUE. 

Prenons pour axes de coordonnées 1 axe Bx ei la tan- 
gente Bj' au sommet B. Soit A le point de départ du mobile 
Fi C- «oo- où nous, suppose- 

rons sa vitesse nulle, 
et soit M (Tj y) sa 
position à une épo- 
que quelconque t. 
e Soit a le diamètre 
BD du cercle géné- 
rateur. Les compo- 
santes de la force 
accélératrice étant 

l’équation générale du mouvement est 

(0 * rf. P* = — 2 gt/x , 

d’où ‘ , 

, • • • ■ V* =3 C 2 gx. ’ 

Si BH ==• /i , on doit avoir y = o pour x — h, dou 
o = C *— 2 gh : donc 

(a) . 

Soit maintenant BM = s, on a .r ax — i bx eu ap- 
pelant b le rayon de courbure BK = i BD de la eycloïdé 
, au point B. 11 en résulte 


et 


s — 4 ■?, bx 


<Is =x y'a b 


ilx 
2 \/x 


fit 


Comme dans la première oscillation v.=s— on en 
déduit, à cause de i> = \j~i g (/* — xj, 

( 3 ) - 1 ,,x 

2 V b’ 4 lu- - X’ 
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Intégrant et déterminant la constante par la condition 
que l’on ait à la fois t = o el.r = h, il vient 

i jb ix — h 

(4) . * = - V ^ arc cos — ÿî — . 

293. Le temps que le mobile emploie à descendre de 
A en B s’obtient en faisant x — o dans celte formule.- 
En appelant T la durée d’une oscillation, on aura 


i . i J b . 

- 1 z= - l / - arc cos : — i ) , 

a 2 V g 

- -v/ : 


Ou obtiendrait encore ce résultat en faisant x — U dans 
la formule (4) et en prenant a 7r pour arc cos (i). 

Ainsi, dans la cycloïde, la durée des oscillations est 
rigoureusement indépendante de leur amplitude, et dillé- 
renls mobiles, partis au même instant, sans vitesse ini- 
tiale, de divers points de cette courbe, atteindraient au 
même instant le point le plus bas. Le temps d’une oscil- 

lation est n 1 / c’est la durée des oscillations très-pe- 

V b 

tites du pendule simple dont la longueur est b, rayon de 
courbure de la cycloïde au point B, ce qui s’accorde avec 
ce qu’on a dit des petites oscillations d’un point pesant 
sur une courbe quelconque. 

294. On pourrait imaginer un pendule dans lequel 
les oscillations s'effectueraient . toujours dans le même 
temps, malgré l'inégalité de leurs amplitudes. Construi- 
sons la développée de la cycloïde, composée des deux 
moitiés KC et KG' d’une cycloïde égale à la première. Sup- 
posons qu’un point pesant soit attaché à l’extrémitéd’un lil 
lié par son autre extrémité au point K. Si le mobile, dans 
unede ses positions, se trouve sur la cycloïde •CBC , > comme 
le lil. abandonné à lui-même, restera toujours tangent à 
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CKC', son extrémité M décrira la cycloïde CBC'. Toutes 
les oscillations devront s’eflêctuer dans un même temps 

égal à 7: mais ce moyen, proposé par Huygliens, a 

été abandonné, parce qit il n’offre aucune précision dans 
la pratique;/ . ' - ' 

XACXOCHRONE. 

295. On appelle tautochrone toute ligne courbe sur 
laquelle un point pesant abandonné sans vitesse initiale « 
Fig. ,oi. - d un point quelconque de cette 

courbe parvient dans le même 
é'' jr"^ temps au point le plus bas. I.a 

cycloïde est donc une courbe 
tautochrone (29,3). Nous allons faire voir que c’est la 
seule courbe tautochrone dans le vide. 

Si Ton appelle t ' le temps nécessaire pour décrire AB, 
on a . • _ 


(«). 


/ h ds 

Te , 

~ 7r c , ~' ~~ l ' x > 
y II — Je 


et il s’agit de déterminer s en fonction de x, de manière 
que la valeur de t' g soit indépendante de h. 

Supposons s. développée en série suivant les, puissances, 
ascendantes de x : 

(2) s = Ax“-f- Bx® Cx ' 1 H- 

Comme s et X ont leur origine au point B, et qu’on a 
* = o pour x — o, il faut que tous les exposants soient 
positifs et qu’aucun ne soit o. Le plus petit a doit être 

moindre que l’unité ; car ch B on a — : 

ds 


ds 

■ o ou — = 00 

du ! 


Substituant la valeur de s dails ( 1 ), on aura 


t' v'a, 




4 h 


dJc 4 - 


BS f 


Jâ --I 


y A — je 


: du - ) - . . 
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et, en faisant j?*== //n, 

•/ , /•V L, rf* 

l t^g-Auli* » I ~=^—± 

( 3 ) ‘ J " 

I . , C'^-'da^ * 

/ +B6A*-. J MJ . - T;» 

Jo 


217 


Celte quantité doit être, indépendante de /j : il faut donc 
que le plus petit exposant de fr ou a — - soit nul,' puis- 
que s’il était positif on aurait T = o pour h = o, et s’il 
était négatif on aurait T = oc pour la même hypothèse. 
Les autres termes doivent disparaître; donc 


et par suite 


a = — ) B — o , C — o, ... , 


s = A.z‘ , s’o: A’i ~ îfli, 

► '• ’ . ' . "•X 

“ du ' 


OU 


— — l Cl i | , , , 

3 V g- ■ ' • 


L’équation s = A Vx appartient à une cyelojde. Donc 
le eyrloïde est la seule courbe tautochronc dans le vide. 

Ï$X>. Autrement, si dans l'équation (i) 


ou pose 


- r~ l ,ls 
' V 2 S = / 

Jo V A - 
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on aura 
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• * . , • 

> h 


n- ntl*)**' 

Jo 


Cette esprcssion devra être indépendante de fi. Pt» - 
sons x —*hu, il en résulte 


/*.' y' (h n).. h du r't'ilmHUy " 

V„ *“(i — »0" ~Jo 


"du 


r=± r$(A«) 

X (i — «)" 




ou bien 

en posant 
Donc 

Or doit être nul . Il faut donc que <fi y (fui) on <J/ (.r) = o ; 

car autrement on pourrait prendre fi. assez petit pour que 
de x — o à x = fi, (x) fût toujours de même signe, et 
alors l'intégrale, ayant tous ses éléments de même signe, 
ne serait pas nulle. On a donc 


ÙO 
lîi 


■ Jo ^ 


d'où 


Donc 


ou 


y (x) = o ou -i (.r) = C, 


e _ c 


‘ »(i) = j=îC/t 


V ax , 


équation d une cycloïde. 
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aïo 


PENDULE DANS Uïl MILIEU RÉSISTANT. 

• ' . * ' . . • 1 . . 

297. En désignant par R la résistance du milieu, l’é- 
quation du mouvement sera 


(?) 


dt- 


g sin 9 — H. 


Comme il s’agit de petites vitesses, nous supposerons la 
résistance proportionnelle à la vitesse, et nous poserons 

U — EU — s — 

k 7 ,n' 

e * • , / ’ * * ... 

On a< = a(« — .0) ; donc, 

_ ga dO 

R ~~~k Ift’ . ' 

’ ' d' s- i /? 0 

En remplaçant dans l’équation j(. i ) — par — a — * »• 

sin 0 par 0 et R par la valeur précédente, on aura à inté- • 
grer l’équation du second ordre 


(2) 


d ! 9 g dO g 

— 4--0=:o. 
dt 1 k dt a 


Ou à une solution particulière de cette équation en prc.-* 
nant , 

0 = ce", 

r étant une racine de léquation 


.( 3 ); . 

On a donc 


r' y r — 6 = o. 
k a 


2 k ' 


Ml 

4 *' 


/ 

ni,' en jiosant y= y/ i-p-., . . . .. .. 

v ^±vvlv'- : 'vV .... 
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La solution générale de l’équation (a) sera donc 

e=[ccos^ 7 y/^ -*-d sin (^ty , **• ' 

•“ • / , rfQ 

On déterminera c et d par les conditions 0= oc, — = o, 


pour t = o, d’où c == a, d — 


'Jïî* 


2 A 


H 


et 


SL 

2 k 


<10 

~dt 


- * [ cos G 7 \/f ) % sin G 7 \fi )] 

= - “ \/i sin 0 v \/ 5 ) 

* 1 

, A la fin de chaque oscillation, — = o, ce qui donne 

? 7 V/* =v,ir 

et '< 

... jr la 

, ~ i y S ' " . ' •' 

', * * "■ * V * - *,''**. 

Les oscillations sont isochrones comme dans le vide, et 
leur durée est augmentée dans le rapport de i à y. Fai- 
sant t = «T, o?» a l’amplitude de la n‘ <m * oscillation 


_ «SM Jgâ 

«„==ae ’ 2 y k . = 


*p"; 


donc les amplitudes successives forment une progression 

géométrique décroissante dont la raison estp = e 1 v k , 

' .... 

298. Lorsque- le mouvement a lieu sur une cycloïde, 
toutes les oscillations se fout rigoureusement dans le même 
temps, en sorte que cette courbe est encore isochrone 
dans un milieu qui résiste proportionnellement à la, 
vitesse. 
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En effet F équation du raouvemeiu 


dv 

fit 


ds A 


; * , ds dx s 

devient, en remplaçant v par — — et — par 

i * » * • 

d*s ■« g fis g 

h - — «4- — s ~ O, 

dO kdt a 

. * ' »* • ' • '» !• 

Cette équation, analogue à l’équation ( 2 ) obtenue ap- 
proximativement au n" 297, donnera pour T une valeur 
indépendante de s. . 
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VINGT-QUATRIÈME LEÇON. 

O • 

DES FORCES CENTRALES ET DU MOUVEMENT DES PLANÈTES. 

V * ■ .... » 

i ... • 

Forces centrales. — Principe des aires. — Expression de la vitesse en 
coordonnées polaires. — Expression de la force accélératrice et de ses 
composantes. — Lois de Képler. — Conséquences de. ces lois. 


FORCES CENTRALES. PRINCIPE DES AIRES. 

-, ■' * i * 

291), Soit M un point mobile sollicité à chaque instant 
Fig' ioi. par une force dont la direc- 

tion passe constamment par 
un même point O. Les com- 
posantes de la force accélé- 
ratrice, par rapport à trois 
axes rectangulaires menés 
par le point O, seront pro- 
portionnelles aux coordon- 
nées dii point M. Ou aura 
donc 

d'.r d'y- 

. <if‘ _ dO dO 

x ■ r z 



ou bien 


(<) 


.t d'y — yd'x 

dô ‘ 

zd'x — x d' z 
d? ' 

yd's — : d'y 

d? 1 


o, 


équations dont chacune est une conséquence des deux 
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autres. Eu les intégrant et désignant par ç, c', c" li-ois 
constantes arbitraires, on aura 

I xdy — ydx =.cdt, 
zdx — xi/: = c' dt, 
ydz — zdy = c“ dt. f v . 

Les constantes c, </, c" se détermineront quand on con- 
naîtra la position initiale et la vitesse initiale du mobile, - 
en grandeur et en direction, c’est-à-dire les valeurs ini- .• 

- . . . dx dy (h 

liâtes de x, y, s, — > —•> —■ 

’ J ’ dt dt dt 

300. Si l’on ajoute les équations après les avoir rcs- ' 
peclivement multipliées par z,y, x, on a 

(3) O — cz -4- c'y -+■ c"x, ' " I 

équation d’un plan passant par l’origine des coordonnées. 
Ainsi la trajectoire est une courbe plane. En 'effet, on voit 
bien à priori que le point mobile ne doit pas sortir du 
plan mené par le rayon vecteur initial et par la direction 
de la vitesse initiale. • 

Interprétons maintenant les équations ( 2 ) . Soit OP = r 
la projection du rayon vecteur Ü,Y1 sur le plan des xy, et 
soit POx = 0, on aura 

r 

tangO = -» 


d’où, en dillércntiant par rapport à /, 

d 0 xdy — ydx xdy — ydx 

cos’O x 1 r* cos’ 0 

« * ‘ V 

d’où l’on tire 1 ' • ■ . 

r’dO — xdy — rdx. 

■Mais si l’on appelle X l’aire BOP parcourue par la pro- 
jectiou du rayon vecteur, pendant le temps t, on a 
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donc - ’ 

dl — - l.tdy — ) tl.r ) on dl = - cdt, 
2 > 2 

d'où l’en lire 


( 4 ) 


Il n'y a pas de constante à ajouter: car X étant la projec- 
tion de l’aire pendant le temps t, on doit avoir X = o 
pour t == o. * ‘ 

On conclut de là que le secteur engendré par le mou- 
vement de la pmjcclion du ray on vecteur sur un plan 
quelconque est proportionnel au temps. La constante c 
est le double du secteur parcouru, pendant l’uni te de 
temps, par la projection du rayon vecteur sur le plan des 
xy. On aura des résultats analogues pour les deux autres 
axes. On aura donc 

(5J \=-ct, V= -c'r, l"=-c"t. 

' 2 2 • 2 

J ' • . * 

Si l'on projette le rayon vecteur sur le plan même de la 
courbe, on «n conclut que l’aire engendrée par le rayon 
vecteur lui-même est proportionnelle au temps. 

301. Réciproquement, si la trajectoire d’un point mo- 
bile est plane et telle, que les aires engendrées par le rayon 
vecteur, partant de l'origine des coordonnées, soient pro- 
portionnelles aux temps, la force motrice passera con- 
stamment par l’origine des coordonnées. En effet, dans 
celte hypothèse, le secteur OAM est proportionnel au 
temps ; par suite il en est de même de sa projection X, sur 
le plan des xy. Donc, en appelant c le double de l’aire 
parcourue par la projection du rayon vecteur sur le plan 

des (.r, y) pendant l’unité de ttmps, on a X = - cl. Or 

. • 

dl — — r 2 = — xdy — vdx 1 , 

7 . 7 . ' • • . 
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xdy —~jrdjc = cdt. 


223 


Pifférentiant cette équation par rapport à /, considérée 
comme variable indépendante, on çn déduit 


ou a de uukue 



, dt 1 

‘ <1? 

i 

— ». 

X 

”, r ; • ■ 



ft S X 

d'z 

‘ .*■ ' 


, J X 

_ ~dÔ 

z 



On conclutde là que les composantes- de la force motrice 

% * ' X d 2 y 2 v 

parallèles aux axes, savoir: /n m — et 
. , (U 2 af 


m-, en 


appelant m la masse du point mobile, sont proportion- 
nelles aux Coordonnées de son point d’application. Par 
conséquent, le parallélépipède dont les coordonnées x, 
jr, 2 sont les trois côtés contigus est semblable à celui' 
qui a pour côtés les composantes de la force motrice,' d’où 
il suit que la diagonale du second, suivant laquelle est 
dirigée la force motrice, coïncide en direction avec la dia- 
gonale du premier, qui aboutit eu Q. Donc la force 
motrice passera constamment par ce dernier point. 

EXPUESStON DE LÀ VlfESSE EM . COORDONNÉES POLAIRES. 

* , • 

302. PienQns pour pôle le point O, par lequel 
passe constamment • la direc-. 
tion de la- force motrice, et pour 
axe polaire, une droite quel-, 
conque Ox,. située dans le plan 
de la couVbe. Soient OM = r et 
MO x = 0. En appelant ds la- dif- 
férentielle de l’arc de la.trajec- 

. % , f m • ‘ ds* 

toire, lermmé'au point M,on sait que c 8 =^ — ; or, quelle 


Fig. id3. 



I. 



aa6 cours de mécanique. 

que soit la variable indépendante, du* => dr* -\-r*d6* \ 

donc • • * . 

(») 


dr 1 •+■_ r’rfS* 
’ dt' 


303. On a souvent besoin de connaître les composantes 
de la vitesse-au point M, suivant OM et suivant une per- 
pendiculaire à OM. Or, si d'est l’angle OMT formé par 
, OM avec la tangente MT à la trajectoire, v cos à ctv sin â 
sont les deux composantes. On a 



. dr 

cos 8 = 

ds 

r* 

sin S = 

ï'f* 

11 

' * ‘ ’ • 

d’aillenrs 



*. « . 


V 


ds ' 

K- * > 

r. , 


•; \ ? - ; 


dt 

r 

». *' t 

Donc 

‘ •* ' . 


* * • "* 

V 

“ » 
j(â) 

* * • dr 

»»COS 8 = -r-9 
dt 

csinu 

w/8 

~~dt" 

? * 


304. Considérons la force accélératrice R qui agit sui- 
vant MO. Supposons-la attractive; si elle était répulsive, 
il suffirait de changer R en. — R, dans ce qui va suivre. 

Alors R — et R - seront les composantes de R parallèles 

aux deux axes rectangulaires Or et O 'y et, comme elles 
agissent dans le seps des x et des y négatifs, pn aura 


*f3) ‘ 


: n x d 'r _ 

dt 1 r 5 dt' ' r 


'En .ajoutant ces deux équations respectivement multi- 
pliées par y et par x , on a, comme plus haut, 


V xiP y — yd 1 .r 

i d? ' 


On en déduit 


■rdy — yd.r rdt,. 
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et cômme x dy — y dx = r* d 0 (300), il vient 


>\ ( 4 ) . 


r’ d 0 = cdt. 


Si l : on multiplie respectivement par idx et a dy les 
- deux équations (3) et qu’on les ajoute membre à membre, 
*il vient • , 

. . I ' • 

idx (Px -+- tdy d'y x.dx -4-.ydy 

=; — <2 R- — ; • , v 


de 


Ôr 


de 

''-t'+r'i âp 


d^où résulte 


rdr — xdx -+■ fdr, d v* = 


' t y 

dx* -f- dy 1 

~dï 5 

. 4 

• • 

2 dx d-x - 4 - 2 dy rPy 
lit- . - ï 


Donc 

(5) 


die == — 2 Rdr. 


30o. On peut obtenir une expression de la vitesse, qui 
ne contienne ni t, ni ses différentielles. On a 

■ . ; i de -t - r'dQ* •* : 


de 


r‘rlG 2 


» D’ailleurs l’équation (4) donne di* = — — • Substituant 

cette valeur dans l’équation précédente, il vient , • 

. • • • 


de + edw 

e = r’ — — — c' i - 

r‘d 0 J 


XiiMl 

L ^ J ... 


ou enfin 


(6) 


..iufcü'l.' 

L e dfl 3 J 


Donc, si. on. connaît la nature de la trajectoire, on pourra., 
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au moyen de celle formule, calculer la vitesse en Un 
point quelconque. • . • ' 

S / , 4 ' f ■ 1 

300/ Quant aux composantes de la vitesse suivant OM 
et suivant une perpendiculaire à celte droite, il est facile 
d’én avoir des expressions ■indépendantes du temps. En 

T J rf0 * 


• * 4 

effet, si dans lés équations (à) on remplace dt par 

on a* . 

"... 

*• . KOS^rr 

edr . v crrf8 

— , <-sin« = — 9> 

OU ^ 

' • 

(7) • ♦»COS'î==- 

cd- 

r . , c 

— csm d = - • 

d9 r 


On tire de la dernière * 


( 8 ) 


e 

- — * 
P 


p .étant la longueur de la perpendiculaire OT = rsind, 
abaissée du point O sur la tangente MT, d’où l’on Con- 
clut que la vitesse en un point de la courbe est en raison 
inverse de la perpendiculaire abaissée du point O sur la 
tangente à là trajectoire y au point considéré. 


EXPRESSION DE LA FORCE ACCÉLÉRATRICE EN FONCTION 
' _ DES COORDONNÉES DU POINT MOBILE. 

307/ Reprenons f équation (303) 

(i) ' — 2 R dr=zd.v*. 

DifférentionS liquation (6) du n" 303 et, - comme t 
Tfenlre plus dans cette équation, prenons 9 au Hep de t 
pour, variable ^indépendante, nous aurons 

J tdr . -2 tir * (r) . ’ 
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•Portant cette expression de d.v * 'dans l’équation (o) 
d.v* =3 — aRr/r, il en résulte -, - ‘ ' 



Ainsi, quand on connaîtra la trajectoire, on aura la force 
-motrice en un point quelconque de la i courbe. 'Réci- 
' proquement, quand oirconnaîtra la loi suivant laquelle 
varie la force R, l’équation ( 2 ) pourra servir à détermi- 
ner la- trajectoire. . 

. ■ l * 1 • % . * , . 

- LOIS DE KÉPLEU. 

308. Les lois du mouvement des planètes Ont été dé- 

duites <fe l’obsérvation par Kepler. Elles sont au nombre 
de trois. - . ... ■ . • 

i°. Les trajectoires de toutes les planètes sont des 
courbes planes , et pour chacune d' elles Taire engendrée 
par le rayon vecteur pàvti du soleil et aboutissant à la 
• planète est proportionnelle au temps. ' - • • 

2 *\ Lies courbes sont des ellipses dont l’un des foyers ’ 
'est au soleil. -, 

3°. Les carrés des temps employés par les differentes 
planètes pour accomplir une de leurs révolutions sont 
entre eux comme lés cubes des grands axes de ces 
ellipses. y- , • • ‘ 

. Cés lois'se rapp^-leht au centr-e de gravité de chaque 
planète, ainsi qu’à celui du soleil- 

. * * 4 

‘ . CONSÉQUENCES DES LOIS DE KÉPLER'. 

309. Il résulte de la première loi que la force’ motrice 
‘(jui sollicite une planète est constamment dirigée' pers 



/ 
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le centre du soleil, èt comme la trajectoire elliptique , 
tourne toujours sa concavité vers le soleil, il faut en con- 
clure que cçtte force est attractive, puisqu’elle éloigne à 
chaque instant la planète delà tangente à son orbite en 
tendant à la rapprocher du soleil. 

' # • 

310. Au moyen de la seconde loi, nous allons détermi- 
ner la loi suivant laquelle varie l’intensité de cette force 
avec les diverses positions de la planète sur son orbite.- 
Soit O.la position du soleil dont le centre de gravité 
Fia. ><s' t , est nn foyer de l’ellipse. Soient 

01 l’axe polaire, AA' j= 2 a le 
grand axe de cette ellipse, l’an- 
gle AOI == w. Soient OM=r, 
MOI = 6 lès coordonnées po- 
laires de là position actuelle de 
la planète. . ' . .. * 1 .r 

L’équafion polaire de l’ellipse est > ' '< 







eu appelante l’excentricité ou le rapport de la distance 
focale au grand axe; on déduit de lâ 


1 _ 1 ! -I- eeds (0 — w) 

r ~~ « (a — r ) 


d il 


<rs 


— rsin (i — w) - 

” d(i — t 1 ) 


Par. conséquent, .en substituant dans la formule (305) , 

• * 4 • l d 7 V 

P J =C» I -, ■+ \ — j- I fi 

^ J . ’ •• . 

’ on a • ' ' ' K . . . * / * v 

- <>« = c-î 1 ar c os(8 — ») + e ; ~| 

L aft-c')' J' . • 

Remplaçant dans' le numérateur, t par a — 1 , puis • 

•/ • ' ' Î! + u r COS ( 9 — 1 ») =ci 2 [. f -Î- c eus ( 0 — »)]'•'* 
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2Â(l — e 3 ) . ,< 

! tinw 


s3i 


tirée de l’équation de la courbe, 


il vient, en divisant baut<et bas par i — e*, 
c' lia \ 

( 2 ) • ' * = 

En différentiaut, on en déduit 

a r 3 tir 

7/.v 3 = - ! 

■, '«'(i — r 3 

Or on a obtenu l’équation. 

’ , . — -aE dr — tl.v 2 , 

d’où résulte 


2 R tfr = — 


' a c 1 tir. 


tt II -r- e-) r‘ 


et , , 
ou 

(3) , y 

çn posant 


U'.=. 


o(l — c 3 )/- 3 

V . 


R 


“ o(i— e 3 -) , * , • 

Ainsi la force R, est en raison inverse du carré de ht 
distance du centre de gravité de Ici planète à celui da 
soleil. Le câlculdonne R > o, ce qui montre bien qufc la 
force motrice est attractiré, comme ou l’avait déjà vu'. . ■ 

*• * * * i 

3H. Qn peut encore. trouver la valeur de R de la ma- 
nière suivante. Ori a 


d’où résulte 


- • j . 

' i 1 e c os \ fl — m) 

' ' r — a (i — e*) •’ 


^ \ /• ) — r cos (fl — &T 


il 0’ 


"(' ~ ?') 
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Par conséquent, à cause de l'équation ( 2 )', n° 307, ou a 

<v T| -H- ecos (8 — o>) ecos (9 — , 

_ c* L a(i— <f>) a(r — e 2 ) J 


ou 'simplement 


a(i — e 2 ) r 2 r' . • • . , 

• * * 

1 312. Si r = i, on a R*=u. Nous allons démontrer que 
cette quantité p , qui représente la force accélératrice 
rapportée. à l’unité de distance, ést la même pour toutes 
les planètes. La constante c représente, pour une orbite 
quelconque, le double de ,l’ espace parcouru par le rayon 
•’ , > vecteur, dans l’unité de temps. Donc, si l’on appelle T le 
temps de la révolution complète dp la planète Considérée, 

. . --on a , 

' — c T — r. a b , ' 1 ' . , . 

■ • 2 • • • • 

b étant le demi petit axe de l’ellipse; otv a' 

— c-T- — 7: a 2 \J 1 — c 1 > . ■' ' ' 

• 7 4 - • , • . . 

donc " * * » 


•iTtd 1 \j 1 e‘ j 4 7r3fll ( 1 ' — c ’) 

c — — T r _ 


d’où enfin 


**.= 4*’ Ç;* • v 


" .Or, d’après la troisième loi de Kepler, le quotient — t>st 
» . • ' ^ 
lé même pop r tontes les planèLcs ; dope ft est constant, ee 
qui démontre le théorème énoncé. , , 


1 '• . 
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J. _ -■ SUITE DU -MOUVEMENT DES PLANETES.' 

\ , ' • 

* \ -, 

Mouvement d’un point attiré p'ar un centre fixe en raison inverse du carré 
de’ la distance. — ^Cas d’une orbite elliptique. — Cas d’une orbite cir- 
culaire ou presque circulaire. — Cas d’une orbite parabolique. 


Fig. io5. 


MOUVEMENT d’un POINT ATTISÉ PAR UN CENTRE FIXE 
EN RAISON INVERSE DU CARRÉ DE LA DISTANCE. 

313. Supposons toute la masse d’une planète réunie 
à son centre de gravité, et 
cherchons le mouvement que 
prendra Ce point, sollicité à 
chaque • instant par une- force 
dont la. direction passe constam- 
ment par un point fixe O, èt 
dqnt f intensité’ varie en raison 
inverse du carré de la distance OM r. ' 

En premier lieu, la .trajectoire est 'plane éL située dan? 
le plan qui passe par le point fixe et par la direction de 
•la vitesse initiale. Prenons le point O pour ipôle et O.r 
“ pour axe polaire, et soient ret 6 les coordonnées du point 
M, au bout du lemps t : on aura, par le principe, des 



.aires , 
(«).- 


Or '(303) 


•* rV/8 c= edi. 

. . ! ' . y 


/ ! rfe 

dt 


r 


d 9 


: r w X — r- — -r. X sm (S ; 

de - •' . 


. . * / ■ 

en appelant v la vitesse du mobile* et <2 l'angle que forme 




I • 
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le rayon vecteur avec la tangente à la trajectoire. Donc 

( 2 ) ' . .. c = v X r sin tf. 

Ainsi on peut dire que la constante e, qui représentait, 
déjà le double du secteur engendré pat lé rayon vecteur,, 
pendant l’unité de temps, la trajectoire étant supposée 
connue, sfcra pour nous, dans la question- actuelle, le pro- 
duit déjà vitesse du mobile par la perpendiculaire abaissée • 
du point fixe sur la tangente, à un instant quelconque, 

par exemple à l’origine du temps. ; 

Soit maintenant R la force accélératrice à l’jnstant 
que Ton'Considère. On a 


(3) 


d. i’’ 


— 2 R dr. 


et comme ici R = ^ * en appelant u. la force accélératrice 
à l’unité de distance, il vient 


d,v* = — 


2 u dr. 


et, par suite, en intègrent* 

f4) 


'• a ti , 

-p— b- 


La valeur de la constante arbitraire b se déterminerait 

en cherchant la valeur de ^ — u*, à une époque quel- 

conque du mouvement, par exemple à l’origine du temps. • 
D’ailleurs,. puisque , ’ •• 

; ; 

T équation difTércntielle de la 'trajectoire est 
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314. Polir intégrer plus facilement, posons -=z," 
d’où résulte . 

ZP C/lz 1 ■ .1 ; 


■ d9—' 


V — b -k 2pz — c’z 1 


th 


On voit que — devant être <^o ou o, suivant que r 

croît ou décroît lorsque 6 augmente, il faudra prendre au 
yiimérateur . le signe — ou le signe suivant que le 
premier ou le second cas aura lieu. Si donc nous suppo- 
sons que r croisse en même temps que 0, on aura 


dO = 


■ cdz 


■ c*dz 


■y/— b -k 2 ft z — c 2 î 2 > Vf d‘^- L ‘bc } — (c l z — fi ) 1 


ou bien 


= 


— ■ ç 2 dz 


• •* . V u 2 — b,c 3 

• ; . #*>•:* .• * - t » ■ r . 


. 


On a toujours — &c* >-o, sahs quoi *— serait ima- 
ginaire pour' toutes les valeurs possibles de 0. Donc si Pou 


pose 

( 6 ) 

il vient 


; — f* 


Vf* 2 —,6e 2 




* ' c 'd* ' —dt/>. 

= rf? , fi 6 = f - ; 

Vf*?— 6 c 2 Vt — y* 


d’où, en intégrant et appelant to un angle constant, on a 
enfin . 

• \ ‘ a . | 

... 6 = to + jfccosi/ 

OU - • • i. • r t • . 


<7>. 


//! ’» ", C2 * ^ 

COS (6 -r- 6») = — — ■ 

V f* : — bk 


Quoique celle formule ait été établie dans l’fiypd- 
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thèse où' r ét 8 croissent 'simultanément, elle convient 
également, alors même, que r diminue lorsque ô'eroît. 


En effet, lorsque ce dernier cas a lieu, dpit être plus 

grtind que o; donc il en* est de même de — ; car, à cause 

. . , • c'dz j ’ . dq <h 

de an = — - ■ - , dq et dz , et par suite —• et.— , sont 

Vf d—bc' . dï dO 


toujours de mémo signe. Or l’équation q = cos (0 — w), 
donnant ^ — — sin(0— w), fait voir qu’en prenant la 

formule 0 — ta =? arc cos d, et par suite changent 

fl 0 fl 9 

de signe en s’évanouissant lorsque 0 — ta' dévient égal à 
un multiple quelconque de tt, ce qui torrdSpond aux po- 
sitions du mobile où z, et par suite r, est un maximum 
ou un minimum. 

■ • • "" . •" ' r •*’ 

31 f>. En remplaçant z par -, dans- l’équation (7), il 
vient, pour l’équaliou de la trajectoire, ; 


( 8 ) 




i-H 


/ be* . ’ 

y i - cos (8 — w) 


On voit que cette courbe est toujours une section conique, 
car l’équation générale d’une section conique, rapportée 
■à un foyer et à un axe polaire, faisant un angle ta avec 
l’àxe qui passe par ce foyer, 'est 1 

* . 4 * - ! 

. * "• h, • • * . 

'P 


^ • I + c COS'(5 — w) • 

La courbe est une ellipse, .si c i » iut<‘ parabole, si 
« £= i , et. une hyperbole, si e i . Par conséquent, en se 

.rappelant que'?) c’st égal à la valeur mitrale de — ^ — t’% 
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on voit que, si à uije époque quelconque du mouvement 

’on a / ' . . 

‘ * '» * • / • • 

i * . Lt 

i» 2 > la courbe est* une ellipse; 

*'•!'/ * ' /’_•*’<•.. '■ 

• 1 2 tt ‘O * 

-•e l ==— ~t elle est une parabole; . ■ ; 

* * ‘ .» ' ' 

, v ? ]> ~~ » elfe est une hyperbole. ,, * 


Ainsi l’espèce de la courbe dépend uniquement de là' 
grandeur de la Vitesse à l’origine du temps, mais nulle- 
ment de sa, direction , en sorte que différents mobiles, 
lancés successivement du même point de lfespace, avec 
des vitesses égales, mais de directions différentes, p*ar- 
courraient tous r des courbes de même espèce.'- 


CAS oc- LA COLUBE EST UNE ELLIPSE. 

/ »* • *■», .* • ‘ ■ 

316. En appelant - 2 n le grand axe ct'e l’excentricité, 
l' cquatipn de l’ellipse est 

• - . g(i — g’) 


i + c ^ — m) 

Identifiant avec l’équation. (8) du n° 313, on a 


or 


/ -bc 1 . uc 


formules qui déterminent les éléments de l’ellipse, en 
fonction des données du. problème.- 

• ' . v • : , • c . 

317. Il reste encore à déterminer v, r et ô en fonction 
du temps t, afin de connaître la vitesse et la position du 
mobile à Une époque donnée. On ai d’abord (313) 


■{*) 


•«r 


• « . 
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d’où, à cause de 

k dr 1 -+■ r 1 d6 2 


on a 


dr ■ 


dfi 

r J ù0’ 2 (x 


dO 


b. 


En éliminant dô entre cette équation et l'équation 
f*dO*= edty il vient ’•* . • • 

zn rdr 


ou 

(3) 


r*: 


rff- 


/xr 2 -)- 2 fxr — c 2 

• - 1 * * * _ f •* 

rdr 


\J _-, — brj- f- 2 fx r — c 1 ' 

en supposant d’abord que r. croisse avec Eu remplaçant 
& par ^ et c’ par pa (i — e ! ), cette différentielle peut se 


mettre sous la forme 
(3) . dt = 


rdr 


y ^ yja'c ' — ■(« — r)’ 


Si AMB est l’ellipse parcourue, le mobile est le plus 
, Fig. 106. ’• prés du point O, pôle et foyer 

de l’ellipse, à l’extrémité A du 



' la planète, et il est le plus loin 
de O, à l’autre extrémité B, 
qu’on appelle aphélie de la pla- 
nète. Par conséquent le rayon 
vecteur r varie de.OA==a(i— e) à OB = a(i-|-e). Il est 
donc permis, pour la commodité de l’intégra,tion, d’in- • 
traduire une variable-auxiliaire u, telle que * . 

(4) ' ‘ — d(t— e cos'n). t. . ,.'v 

. ** * • t ’ 

On en tir^ _ •. 

-, . ’ dr — ae sin u du , .» . . 
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a ^,9 


et l'équation ( 3 } devient 


l . » 

VIL dt = (l — c cos u ) du 
a‘\à 


OU 


(5)- /}t//==( i — e cos h) du,' 

en posant, pour-abréger, 


» = 


Vf* 

a 


En intégrant, on a l’équation 
(6) • ntT± w — e sin 


11 n’y a pas de conslanteà ajouter, si l’on compte le temps 
à partir du moment où la planète est à son périhélie f car 
alors t* = a(i — e), et par Conséquent cosk = i, d’où 
u = o en même temps que t = o: 

318. Pour construire l’angle auxiliaire u, sur BA comme 
diamètre décrivons une circonférence de cercle. Soeiut M 
la position actuelle du mobile et G le centre de l'ellipse. 
Prolongeons l’ordonnée MP jusqu’au point K où elle 
rencontre la circonférence. Je dis que l’angle KCA = u. 

En effet, on a 

*> » 

r~ a — e X CP = a — e X a cos KCA = a ( i — e cos KCA ) ; 

* « ’ 1 

r =z âfi — c cos «), 


•mais 


d’où 


cosKCA = cos« et KCA = u. 


L’angle « -est appelé X anomalie excentrique de la pla- 
nète, tandis que l’angle MOA ==$ — - « se nomme Vano- 
inalie vraie. On pourrait -maintenant éliminer neutre 
les équations (i) et. (n) ; mais il vaut mieux conserver ces 
deux équations avec la variable auxiliaire ». En donnant 
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à cette variable toutes les valeurs possibles,- Ou en déduira 

ensuite les valeurs correspondantes de r et de t. 

■ . < • ■ • r 

319. On peut trouver une équation entre l’anomalie 
vraie etVanomalie escënlrique. On a \ 


r =; a (r— ecos à) = 

d'où résulte 

v ‘ * . i — - e* 

c cos u — i 


a ( r — (? 5 .) 


i + ecos (6 — w) 

» ecos (0 — w) -f- c 1 


r-)- efOs(0 — <b) t-t-ecos(0 — w) \ 
fi -4- «Vf i -te cos (0 

I+COS«=- — ^ — : 

1 -+- e cos ^0 -r- m ) 

(i — ‘«lîi — cos(0 — u 11 

I COS«= ^ ^ -, 

.1 -+• ecos (6 — » ) , 

‘ • * . . . * ,*• I * • , 

* ■ * 9 |( # .*■;,* * • •• 

En divisant ces deux équations l’une par, l’autre, on ob- 
tient , ,, , ' • 

. 1 i — e, , i , „ 

tang * ^ - tang* ^(0 — w) 

ou . 


(3)' ■ tangi^-^J^y/i^tangla. 

. ■ . • f V- 

320. La durée T de la révolution entière de la planète 
se déduit de la formule nt = u esin w, en y faisant 
m = 2 TT, ce qui donne 

/?T = 9. 7T . V ‘ - 


OU 


a7r a ^ & 

r — — — — i 


V f* 


en remplaçant n par ^ On en déduit, pour la valeur 

de la force accélératrice, à d’unité derlistance, commune 
à lotîtes les planètes • 

; ”, ' * 
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U est bon d’observer que l’excentricité de toutes les 
orbites planétaires est très-petite, car pour la planète 

Mars, dont l’excentricité est la plus grande, on je= ~ 


cas d’uSe orbite circulaire ou presque circulaire. 

321. La théorie indique que l’ellipse peut se réduire 
à un cercle. Dans ce cas e=o, r = a et le carré de la 

. ' -s ■ . • l 

vitesse e* = — devient constant. En même temps, la force 
accélératrice 


p 

? 


£ 

a‘ 


est aussi constante et égale à la force centripète - 


322. Quand le nombre e est très-petit, on peut déter- 
miner approximativement l’anomalie excentrique u, le 
rayon vecteur r et l'anomalie vraie 0 — co, en fonction du 
temps t. De F équation 


on déduit 


Ht — U ‘ 
t 


r sin u, 

u = nt -t- <?sin (nt - 1 - esin n) 


. / • ’. 


u = nt ■+■ csin ( nt ) cos (esin u ) -t- e sin (csin u) vos (nt). 

M aintenanl, comme e est supposé très-petit, convenons 
de ne conserver, dans ce qui va suivre, aucun terme qui 
contiendrait e à une puissance supérieure à la première. 
Alors on devra simplement prendre 1 pour cos (e sin n), 
esinu pour sin (esinn), et négliger e sin (e sin u). L’é- 
quâtion précédente devient 

I . * \ . * ** 

( 1 ) « = tit -+- csin ,(nt). 

En remplaçant u par celte valeur dans l'équation 
r^=fl(t- — e cos # )' et négligeant, êomrne ci-dessus, les 
1. . iG • 
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puissances de e supérieures à la première, on obtient de 

même 

.* , « . • , , É * • 

(2) „ r = a[ 1 — ecos(/if)]. 

Enfin, ^>our avoir la relation entre 0«l f, on part de 
l'équation r' dd ~ cdt. On a 


7“ 


et 


*(l — *’) , I 

r ■= — — r = a ( 1 — e 1 ) ; , , 

) ’ ' 1 -+- rcos (8 — m) 


■cos (8 


r.'est-à-dire \ 

. > ■ 

r — a ( 1 — e*) [1 — e cos (6 — (a) -t- c^c os’ [0 — w) -?■ . . . ] ' . 

. . . • • 

/ • ' . ,* . . . • . • 

ou simplement • 

/•= a [1 — rcos (8 — «]], 

en négligeant les puissances de e, supérieures à la pre- 
mière. On en déduit au moyen de- la môme simplifies- 

** 1 . o 1 , • * 

tion 

8 = n’[i — 2 r CCS (8 — <■>)] rf9 

et par suite, à cause de . 


r 1 (10 = cdt — na' \ 1 — r’ Ht, 


on a 


[1 — 2 f cos (8 — u )) d 8 ■= mit, - s - 

d’où l’on tire, en intégrant, 

6 — u = nt -e acsin (6 — u). 

Enfin si l'on remplace sin (0 — ce) par 

sin[«f -t- ?.t’sin ( 8 — «)] = sin (n/) cos \i esin (9 — •01 
•+- cos (nt) sin [açsin (8 — u)], 

il vient, en développant et négligeant comme prétédein- 


t • 
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inent les termes qui contiennent en facteur une puissance 
v de e supérieure à la première, 


(3) 


G — 6> = nt -4- at'sin (nt). 


Les équations (i), ( 2 ) et 3) sont celles, auxquelles -on 
voulait parvenir. • 

323. Quand a — o, la formule ( 2 ) donne r= a et fait 
. voir que la trajectoire est un cercle. F.n mêînc temps, 
l’équation (3) montre que l’angle 0 augmente propor- 
. tionnellement au temps ; donc la vitesse est constante, 
comme on l’avait déjà conclu d’autres formules. 

D’après cela, AMA' étant l’orbite d’un planète, décri- 
ai [o _ vous du point O comme centre, 

' avec un rayon arbitraire On, 

f nne circonférence de cercle. 

A / f (y. 1 Imaginons maintenant qu’un 

\ 0 V mobile quelconque m se meuve 

, y/ j sur cette circonférence avec une 

vitesse constante, de to^e sorte 
que. ce mobile et la planète se trouvent au mente in- 
stant en a et en A sur le giand axe de l’ellipse, et qu’ils 
. accomplissent tous deux une révolution entière dans le 
'même temps. La formule 0 — ni 2 é sin (nt) fait 
voir que, dans la première moitié du mouvement, c’est- 
à-dire de A en A', le rayon vecteur OM précédera O m 
et que l’inverse aura, lieu dans la seconde période du 


mouvement. 


CAS D USE TAnABOLE. 


324-, La courbe 


* . -.7 , b& ■ 

■ ■■+■ y 1 - — cos(6- 
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devient une parabole si b — o, et son équation prend 
la forme , • , 

' . ■ ' ' • -_F_ : ■ •' 


1 -+- cos (6 — m) . 


En la comparant à l’équation générale 


1 -4- cos ( 9 — m) 


d’une parabole rapportée à son foyer et à une droite fai- 
sant un angle o> avec l’axe de la parabole, on voit que le 
demi-paramètre de la trajectoire parabolique est 

* 

Y 

* ", > « / 

Pour avoir la position du mobile sur la parabole, à 
un instant déterminé, reprenons l’équation r * dû =z=.cdt. 

Remplaçons-y le rayon vecteur r par 

la constante c par ^ pp, il vient alors 

j. — P'/p dQ 

yff ' x [H- COS (fl — »)]’ 

Afin d’intégrer, posons G — to = 2 ; il en résulte 

[ * . ♦ » 

l-t-COs(9 w) = 2COS J l|» 

, • r 

et 


et 


rf-i 


dS 


I* f/yfi A COS’p 

[ I -t- COS (9 — «)]’ 2 cos' Tp 2 ros -i 

= l -{' -l-tang’-^rf.tangp. 

Par conséquent 


df. 


1 £> \Tv ' » • 

- (' 4 - jangrp) d. tango 
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2 V K L 


tang - (S — «) -t- - tany 


11 n’y a pas de constante à ajouter, si l’on compte le temps 
à partir du moment où le mobile est au sommet de la 
parabole. 

Les formules (i) et ( 2 ) qui déterminent la trajectoire 
et la position du mobile à une époque assignée, sont ap- 
pliquées au mouvement des comètes dont les orbites sont 
des ellipses très-allongées qu’on peut regarder, sans er- 
reur sensible, comme des paraboles. 
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VINGT-SIXIÈME LEÇON. 

. ' ° \ • . 

ATTRACTION' UNIVERSELLE ET MASSE DES PLANÈTES*. 

• ' » * « 

Lois de l'attraction universelle. — Vérification de la loi de rattractûm 
Mouvement absolu et felatif de deux corps qui s’attirent.-*- Masse 
des planètes accompagnées de satellites. — Musse de la terre. — Masse 
des planètes dépourvues de satellites. 


LOIS DE L ATTRACTION UNIVERSELLE. * , m 

325. Il résulte des lois de Kepler que toutes les planètes 
sont constamment sollicitées par une force qui passe à 
chaque instant par le centre du soleil et qui varie, pour 
chaque planète, en raison inverse du carré de la distance 
de son centre de gravité à celui du soleil. Quand une pla- 
nète a des satellites, les mouvements de ces corps, tels 
qu’on pourrait les observer de celte planète, sont encore 
assujettis aux lois de Képler. Ils doivent donc être attirés 
par la planète autour de laquelle ils tournent, par une 
force passant constamment par le centre de celle-ci et 
variant en raison inverse du carré de la distance du centre 
de gravité du satellite à celui de la planète. Les satellites 
sont aussi attirés par le soleil; maiseomme leur distance 
à la planète est très-petite par rapport à celle de la pla- 
nète au soleil, la force accélératrice résultant de rat- 
traction du soleil sur un satellite peut être regardée 
comme identique avec celle qui résulte de l’attraction 
du soleil sur la planète, et, par conséquent, cette dernière 
force n’altère pas le mouvement relatif du satellite autour 
de la planète. . ' 
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326. Réciproquement, les planètes attirent le soleil. 
En efïet, pour toutes les forces que nous voyons agir à la 
surface de la terre, l’action produite est toujours accom- 
pagnée d’une réaction égale et contraire. Ainsi, un ai- 
mant fixe jouit de la propriété d attirer un morceau de 
fer doux, parfaitement libre; réciproquement, si le fer 
est fixe et l’aimant libre, il viendra s’appliquer sur le 
fer. L’expérience prouve que ces deux attractions diri- 
gées en sens inverses sont égales, car si l’aimant et le 
morceau de fer doux étaient unis entre eux par une tige 
rigide et inextensible, le système ne prendrait aucun 
mouvement dans l’espace. Ou a d’ailleurs un très-grand 
nombre d’exemples de ce fait, de sorte qu’en étendant, 
par analogie, cette loi aux mouvements des corps cé- 
lestes, on en conclut que les planètes, étant attirées par 
le soleil, celui-ci, réciproquement, est attiré par elles 
suivant la même loi. 

jAjt- . w » • 7 ' ■* V !* * . " A - • '•••«• « ' 

. < 

327. Gettc attraction réciproque est proportionnelle à 
la masse de chacun des deux corps qui s’attirent. Il résulte, 
en effet, de la troisième loi de Kepler que, si deux pla- 
nètes étaient placées, sans vitesse initiale, à la même dis- 
tance du centre du soleil, elles parcourraient, en ligne 
droite, des espaces égaux pendant le même temps. On 
conclut de là que les forces motrices des planètes sont 
proportionnelles, à leurs masses. Par conséquent, si on 
suppose la masse d’une planète partagée en une infinité 
de. molécules égales en masse, toutes ces molécules seront 
attirées vers le soleil, par des forces que l’on pourra 
regarder comme égales et parallèles, en raison des petites 
dimensions de la planète,, comparées à la distance qui 
sépare cette dernière du soleil. Réciproquement, les mo- 
lécules du soleil, égales en masse, sont attirées, suivant la 
même loi, par celles des planètes, et l’on est ainsi conduit 
à cette loi généralede la nature : Deux molécules mate- 
rielles quelconques s'attirent, en raison directe de leifrs 
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masses et en raison inverse du carré de leur distance. 

En admettant ce principe, si l’on appelle J l’attraction 
réciproque de deux molécules matérielles, placées à l’u- 


uité de distance l’une de l'autrt 


fmm' 


sera l’attraction 


qu exerceront l’une sur l'autre deux molécules maté- - 
rielles ayant des masses ni et m' et dont la distance est r. 

Il suit de là que l’expression'^^- pourra aussi être ap- 
pliquée à l’attraction exercée par le soleil sur une planète 
et réciproquement : d’abord, parce que les dimensions 
de chacun de ces corps étant très-petites, par rapport à 
la distance qui les sépare, une molécule de la planète et 
une du soleil peuvent toujours être regardées comme 
placées aux extrémités de droites égales et parallèles; et 
ensuite parce que le soleil et une planète quelconque 
peuvent être avec une approximation suffïsaule considérés 
comme formés de couches sphériques homogènes* ce qui 
fait que l’attraction totale exercée par un de ces corps . 
sur 1 autre est la même que si la masse de chaque corps 
était réunie à son centre de gravité. 

* * , • , . » »' "î 

VÉRIFICATION DE LA LOI I)E L’ATTRACTION. 

*V 

328. La pesanteur des corps, à la surfacedela terre.doil- 
être regardée comme un cas particulier de la gravitation 
universelle, puisqu’elle résulte de l’attraction exercée par 
toute la masse du globe sur les différents points matériels 
d’un corps quelconque. De plus on remarque que le poids 
d’un corps dépend de sa position et de sa masse, mais 
nullement de sa nature, propriété commune à la pesan- 
teur et à l’attraction universelle. . ' 

Quand un corps pesant s’éloigne de plus en plus du 
centre O de la terre, au delà de sa surface, l’attraction de 
la terre sur ce corps doit diminuer en raison inverse du 
carré de la distance du centre O' de ce corps au centre O 
de la terre. Si le point O’ est le centre de la lune, par 


. .Digitizédiÿ Google 



. . VINGT-SIXIÈME LEÇON.' 249 

exemple, la pesanteur diminuée dans le rapport du carré 
de la distance OO' au carré de 
OA devra être la force motrice 
de notre satellite, à chaque in- 
stant. Admettons, pour plus de 
simplicité, que l’orbite lunaire 
soit une circonférence de cercle. 

Dans cette hypothèse, on doit re- 
garder la vitesse de la lune comme constante. Il faut donc 
que la force centrifuge de la lune soit précisément égale à 

? ( .V ~ . •. — ï ■ 

la pesanteur diminuée dans le rapport de OA = r* à 

OO' = p*; Dans ce calcul approximatif, on a p s= 60 r. 
Appelons F la forcé centrifugé de l’unité, de masse de la - 

lune. On aura F = T étant le temps qu’elle met 

T* > • . -c 7 • 

à faire une révolution autour de la terre. Par consé- 
quent, 

• ' ’ ' I- ; - 

4 w ’Xbor J 20 77 X 2irc 120 77 X 4 ° 000 OOP' " . , 


F = • T J 
d’ailleurs, 


T’ 


T = 3<)343 x lïo". 


Donc enfin . 

_ I 1 20 77 X 4° 000 000 

~~ l 6 o)* X { 3p 343 j’ , 

Calculant par logarithmes le coefticicnt ' "° ^ X ~t U .°” U - 01l<> , i 

ou trouve, en s’arrêtant aux /centièmes, qu’il est égal 
à 9 , 81 , c’est-à-dire à très-peu près égal à g. On peut donc 
écrire 

• , • - F =• . ■ on 1j i.g — c 2 ,: 4 3 , 

••••• (bo ? • "• " • < ' . 

• . «* • ' . ' , . - . . 

S •• # # ■ » * ■' .! ' 

ce qu’il s’agissait de vérifier- 

••• • •..« v * . ./ ' : , 
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MOUVEMENT ABSOLU ET RELATIF DE DEUX CORPS 'QUI 

• ' ' s’attirent. 

J * , / « ^ 

329. 11 résulte du principe de l'attraciion ou gravitation 
universelle, que si M et m sont les masses respectives du 
soleil et d’une planète, r la distance de leurs centres de 
gravité, et f le coefficient de l’attraction universelle j 

— est la mesure de l’attraction qu’un de ces deux 
r 2 , 1 

corps exerce sur l’autre. Par suite, abstraction faite de 

/M fm - . : 

toute autre cause, — et — sont respectivement les 

forces accélératrices de la planète et du soleil , et, comme' 
elles sont en raison inverse des masses de ces deux corps, 
on en conclut que, s’ils n’avaient. aucune vitesse initiale, 
ils viendraient se réunir sur la droite qui joint leurs 
centres au centre de gravité du système de ces deux corps, 
lequel point partage cette droite en deux parties récipro- 
quement proportionnelles à leurs masses. Pour le faire 
voir plus clairement, appelons S et s les espaces rectili- 
gnes parcourus par le so}eil et par la planète, jusqu’à leur 
point de rencontre. On aura : 

d ! S /Mot d's /Mot 

M — - = — — > m —■ — — — — j 
<ff* r 1 dt 7 r 4 


d'où résulte 


Par suite 


. m 

• ‘.y 

et enfin 


d 2 S d's 

M -r— = m — — • 

de dl 1 


..fi s ds 

M - 7 - = ot — , 
dt dt 


MS = ms. 


Il n’y a pas de constante à ajouter, car on suppose que 
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le soleil et la planète partent en même temps, sans vitesse 
initiale. De l’équation MS = m.ç, on déduit 

S : s = m : M, 

r . • • * • • 

ce qui démontre la proposition énoncée. 

330. Si l’on veut obtenir le mouvement relatif d’une 
planète autour du soleil, c’est-à-dire le mouvement appa- 
rent de cette planète pour un observateur placé à la sur- 
face du soleil, il faudra supposer appliquée au centre de 
gravité du soleil une force égale et contraire à celle qui 
le fait mouvoir dans l’espace, afin de pouvoir le consi- 
dérer comme fixe; mais, en même temps, afin de ne pas 
altérer le mouvement de la planète par rapport au soleil, . 
il faudra aussi regarder une forée égale et parallèle à cette 
dernière comme appliquée au centre de gravité de la 
planète. Par conséquent, ce dernier point sera constam- 
ment sollicité par une force dirigée vers le centre du 
soleil, et égale à _ 


/M 

r* 


fm 


ou a 


f{ M 4 -m) u 


eu appelant u le coefficient f( M -t- m) constant pour 
toutes les positions de la planète. Ce fait est encore une 
conséquence du calcul, comme nous allons l’établir. 
Supposons les masses du soleil et de la planète con- 
centrées à leurs centres de 
gravité, M' (x, , y,, s,) et 
m (x,y, z)' ces deux points 
étant rapportés à trois 
a'xes rectangulaires quel- 
conques, mais fixes dans 
l’espace. Le point M dé- 
crira dans son mouvement 

• ** * * l 

une certaine courbe A MB, 
le point m une courbe amb. Mcnoris maintenant 
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par 5e point M, à l'instant considéré, trois axes rectan- 
gulaires parallèles à Ox, Oy et O z et supposons que 
le point M , dans son mouvement, emporte ces axes pa- 
rallèlement à eux-mômes avec lui. Appelons £, ri et £ les 
coordonnées variables du point M, par rapport à ces axes 
dont la position varie à chaque instant. 

En concevant que le point M et par suite les axes qui 
passent par ce point soient fixes, £, ri et £ se rapporteront 
à la trajectoire apparente du point m. Or on a d’abord 

(l) x = x,-i-%,.jr=y, -4- « , i 

A l’aide de ces équations, si l’on connaît le mouvement 
absolu de M et le mouvement relatif de m, on a le mou- 
vement absolu de m, et vice versd, si l’on connaît les 
mouvements absolus de M et dé m, on aura le mouve- 
ment relatif de m autour de M. ' <• 

Afin de bien concevoir ce mouvement apparent de 
la planète, imaginons que d’un point fixe K de l’espace 
on mène des droites K m, , Km', ..., égales et parallèles 
aux droites Mm, M'm', . . qui joignent les positions 
simultanées successives des points M et m, sur les 
courbes que ces deux points décrivent. 11 est clair que • 
m, , m\ , seront les positions apparentes de m, 
telles qu’on les observerait du point fixe M, si M était 
en K et que m, m, sera la courbe apparente que décrira 
le point ni. s 

331. Revenons maintenant aux équations (i) pour en 
déduire la vitesse de m sur la trajectoire apparente. En 
les difl’érenlHint, -on a 


, <h' ^ rh , i dn 

i 7 h + 7/f ' 
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dz 


et —7— de l’autre, 

th 
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dx 1 ^ dy { 

dt ' dt 1 7 dt ’ dt dt 

sont les composantes parallèles aux axes des vitesses des 
points M et m, à l’instant considéré sur les courbes AMB 


d.r dr " dz . , 

J T' T, lt 777 d une part, 


d£ 


dn de . , , 

et — sont aussi Jes composantes parai- 




et amb, . , . — . 

de dt dt 

lèles aux axes de la vitesse du point m sur la trajec- 
toire apparente. Donc cette dernière vitesse pourra être 
déterminée par ses composantes, au moyen des équa- 
tions ( 2 ), lorsque les mouvements absolus des points M 
et m seront connus. On peut aussi l’obtenir par la con- 
struction suivante. . . 

Soient MA et mB des droites, représentant en 'gran- 
deur et en direction les vitesses 
absolues des points M et m à , 
l’instant en question. Menons 
la droite m C, égale et parallèle 
à MA, mais dirigée en sens con- 
traire. Je dis que la diagonale 
mD du parallélogramme m BDC 
représentera la vitesse apparente en grandeur et en direc- 
tion. En effet, projetons les U’ois points //i,D, B en m 1 , d 1 
et b' sur l’axe O or. La projection m' d ' de m D est égale à 
la somme algébrique des projections des deux autres cô- 
tés, en supposantqu’on parcoure le triangle ni BD dans le 
sens mBD, et regardant comme positives les projections 
allant de O vers x et comme négatives celles qui vont 
dans le sens opposé. Or • 



m’ b' = 


Donc 


dr. 

777 ' 


dx 


h'd'^'tl. 

dt 


dt 


dt 


<ii : 

dt 


(*) C'est par erreur que dans ectlc figure on a tracé MA parallèle à 
l’axo des -r. On doit regarder MA comme pouvant faire un angle quel- 
conque avcc i cet axe. • . r 
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Il suit de là que, sur un axe quelconque, mD a même 
projection que la vitesse apparente: donc mD représente 
cette vitesse en grandeur et en direction. 

En différentiant les équations ( 2 ) par rapport à 1 , on a 

I d’x d'x, rf’ \ 


I d*y __ d'y, 
i dp ~dF ’ + ‘ dP 5 


A l’aide de ces équations, on démontre comme précé- 
demment que si les forces accélératrices des points M et 
m sont représentées en grandeur et en direction par MA 
et par mB, et si l’on mène mC égale et parallèle à MA, 
mais dirigée en sens contraire , la force accélératrice-, 
répondant au mouvement apparent, et qui a pour com- 

d>s d-n 'y ; , 

posantes ——■> sera representee, en grandeur et 
> dr dr dt * \ / • — ' * 

en direction, par la diagonale mD du parallélogramme 

fflBDC. . 

Réciproquement , si on connaissait le mouvement 
absolu du point M et le mouvement apparent de m, on 
verrait aisément que la droite m F étant égale et parallèle 
à MA, la diagonale mB du parallélogramme mFBD re- 
présenterait en grandeur et en direction la vitesse ou la 
force accélératrice du mouvement absolu du point ni. 

332; Le centre de gravité du soleil et celui d’une pla- 
nète sont sollicités par des forces motrices appliquées 
en sens contraires, suivant la droite qui unit ces deux 

points, et égales chacune à , en appelant, comme pré- 
cédemment, M et m les masses du soleil et de la planète. 
DonC^" et seront leurs foires accélératrices, et il 
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résulte de la construction géométrique (331) que 

, , » 1 t i * 

/«i /i\l _y(M -4- w) 

^r-r‘~ r* 

• * ' t 1 .* _ • 

sera, à chaque instant, la force accélératrice qui produi- 
rait le roouveinent apparent de la planète autour du 
soleil supposé fixe. On voit que cette force 


en posant 


/ t 'M -4 - m) 


■ /(M4-/n) = p, 


varie en raison inverse du carré de la distance. Par con- 
séquent, la trajectoire apparente de la planète est une 
sectidn coniqüe et par suite une ellipse, puisqu’elle ne 
s’éloigne jamais indéfiniment du soleil. 

333. Nous avons obtenu la formule (320) v. 


a étant le demi grand axe de cette ellipse, et T la durée 
d’une révolution entière. Par conséquent 


La masse m variant d’une planète à l’autre, on voit que 
% ■ 

— n’est réellement pas constant pour toutes les planètes. 

; Toutefois, comme l’observation démontré que la troi- 
sième loi de Kepler est extrêmement approchée, on doit 
en conclure que m est très-petit par rapport à M, ou que 
les masses des planètes sont très-petites, comparées à 
celle du soleil. En effet, la masse de Jupiter, qui est la 

plus considérable de toutes les planètes, n’est pas 

• r ' • , v lopo 

-de celle du soleil. V •• ' \ 
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l.e mouvement elliptique n’esl pas' lion plus rigou- 
reusement celui îles planètes autour ilu soleil. Toutes les 
planètes, cri vertu de l'attraction universelle, agissant les 
unes sur les autres, il en résulte des perturbations dans 
leurs mouvements apparents, tels qu'on les avait calculés 
d’abord, en ne tenant pas compte de 1 influence de ces 
astres les uns sur les autres. Cependant, comme les 
masses des planètes sont extrêmement petites relative- 
ment à celle du soleil , et comme elles sont toujours pla- 
cées à des distances considérables les unes des autres, il 
en résulte que le mouvement elliptique n’en est troublé 
que d’une manière très-faible et souvent insensible. Le 
calcul de ces variations fait, en grande partie, l’objet de 
la mécanique céleste. 

» . > . ' ' 1 . . • 

. ' » t ‘ . : ' * * t • » • * 

MASSES DES PLAXÈTES ACCOMPAGNÉES DE SATEJ.L1TES. 

334. La formule . . . - ' ■ 

' c’ _ f ;M 4-, w ) 

. ï; ~ 4*' 

peut servir à calculer les masses des planètes qui sont 
accompagnées de satellites. En effet, soient M, ni et m! 
les masses respectives du. soleil, de la planète et du sa- 
tellite de cette dernière; soient a le demi grand' axe de 
l’orbite de la planète dans son mouvement relatif autour 
du soleil, cl T la durée d’une révolution complète; et 
soient a ' et T' les données analogues, répondant an mou- 
vement apparent du satellite autour de la planète. On aura 

Divisant cos deux équations l'une par l’autre, il vient ; 

ht m' 'a' 3 T 2 ; - 

r M -h m ~'ÏF ' V 1 ' 

• > • r » 

t ; V 

Les massés des satellites étant extrêmement petites par • 

» J . \ ‘ . * . _ . 1 ' ‘ 

• - ‘ ’ "> '• ' ; ■ ", ' 
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rapport à celle de la planète, excepté la masse de la lune 
comparée à celle de la terre, on peut négliger' m' de- 
vant m, et pour la même raison m devant M; d’où 
résulte enfin ■ ' . 


formule qui peut servir à calculer le rapport de la masse 

de la planète à celle du soleil. Celte. méthode donne ~-'-r 

pour le rapport de la masse de Jupiter, à celle du soleil ; 
mais on a trouvé plus tard que ce nombre était un peu 

trop grand et'devait être changé en — î — • . • . * k 

° 1070 

' . ' # ' r' V ' ' 1 * . 

MASSE DE LÀ TERRE. 

> " V 

335 . La méthode qui vient d’être exposée né peut pas' 
servir à déterminer la masse de la terre, comparée à celle 
du soleil. Voici Comment on peut résoudre ce problème. 
Soit m la masse de la terre. Si elle était parfaitement 

sphérique, en appelant r son rayon, serait l’attraction 
. . “ * 
totale qu’elle exercerait sur l’unité de masse d’un corps 
placé à sa surface. Or, comme elle a la forme d’un sphé- 
roïde différant très-peu d’une sphère, quoique cette at- 
traction ne soit pas la même en tous les points de la sur- 
face, il existe un certain parallèle, sur lequel l’attraction 

terrestre a précisément pour mesure"^» et il résulte du 
calcul de l’attraction des sphéroïdes que pour ce parallèle 
sin 1 X = eu appelant X sa latitude. L’observation dé- 
montre d’ailleurs que la pesanteur sur ce parallèle a pour 
mesure g — 9™, 79386. De plus la composante verticale 
de la force centrifuge a pour mesure sur le même parai- 
cos 1 \ | 

lèle une fraction ^ de la gravité. Il faut ajou- 
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aâS codus de mécanique. 

ter cette composante à g, ce qui donne pour l’attraction 
du sphéroïde terrestre sur l’unité de masse d’un corps 
placé sur ce parallèle, G=9 m ,8i6'45. Or on a 

^ _ /« 


4ir , « s 


=/(M- 


d’ 


M 4 

m G r* ï 1 


l, 


en appelant M la masse du soleil, <z le demi grand axe de 
l’orbite apparent de la terre autour du soleil et T le nom- 
bre de secondes contenu dans une année. En substituant 
. dans cçlte dernière formule , • . . • 

G = g m , 81645 , 

/•= 636455i"’, • -, 

. - n = a3g84 r • , 


et 


ou. trouve 


T = 86400 " X 365, a563 


M 


= 354592 


pour le rapport de la masse du soleil à celle de la terre. 

836. On conclut de là le rapport de la densité moyenne 
du soleil à celle de la terre. En effet, le volume du soleil 
est 1 33 1000 fois celui de la terre. Si donc on divise le 
rapport de leurs masses, ou 3545g2, par le rapport de 

leurs volumes, ou i 33 iouo, le quotient, environ sera 

le rapport de la densité moyenne du soleil à celle delà terre. 

337. On peut déduire, de ce qui précède, l’attraction 
que la masse du soleil exerce sur l’unité de massed’un corps 
placé à sa surface, ou la pesanteur à la surface du soleil. 

Elle est exprimée par'—» M étant la niasse et fl lorayon 

du soleil. Or G=‘— -» G étant l’attraction de la terre 

■ r 3 
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Vingt-sixième leçon. * a5g 

sur l'unité de masse d'un corps à sa surface, m la masse 

dé la terre ét r son rayon; Donc, en négligeant la force cenr 

■ • • R a M 

trifuge, qui est faible à la surface du soleil, G — — est 

la pesanteur à la surface du soleil. Si dans cette exprcs- 
i r .> M 

sion on remplace — par et — par 004392, on trouve 

que la pesanteur à la surface du soleil est à peu près . 
29 X G, c’est-à-dire environ 29 fois plus considérable 
qu’à la sqrface de la terre. Ainsi un corps à la surface du 
soleil parcourrait, daps la première seconde de sa chute, 
environ 29 X4" > ,9, ou de 140 à 1 5 mètres’. 

MASSE D UNE PLANÈTE DÉPOURVUE DE SATELLITES. 

338 .' Ayant déterminé la masse de la terre, il devient 
possible de déterminer celle . d’une planète quelconque, . 
môme dépourvue de satellites. En conservant les mêmes 
notations ( 334 ), on a pour la planète en question 

Or on a pour la terre 


ce qui permet d’élimiuer f, et de là 'résulte 


(h + -1- 

T 1 , • \ m m J 


Remplaçant — par 35439 , on tire de cette équation 
ou le rapport de la masse de la planète à celle de la terre. 
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DES PROPOSITIONS ET DES FORMULES PRINCIPALES 

CONTENUES 

DANS LE PREMIER VOLUME DU COURS DE MÉCANIQUE. 

Â s. r 


. PREMIÈRE LEÇON ' 

DES FORCES APPLIQUÉES A UN MÊME POINT. 

• . ‘ . ... A ‘ 

1 . Définitions. — On appelle corps ou matière tout 
cé qui affecte nos sens d’une manière- quelconque. 

2. On appelle force tome cause qui met un corps en 
mouvement ou qui tend à le mouvoir. 

3. Un point ou un système de points sollicité par plu- 
sieurs forces est en équilibre, quand ce point ou ce sys- 
tème est dans le mèmè état de repos ou de mouvement 
que si ces forces n’existaient pas. 

4-, 5. Comparaison des forces. — Deux forces sont 
égales quand, appliquées au même point, suivant la 
même direction et en sens contraires, elles se font équi- 
libre. \ . ’ 

6. Le point d’application d’une force peut être trans- 
porté en un point quelconque de sa direction, pourvu 
que ce dernier point soit lié au premier d’une manière 
invariable. 

t * 

7. Résultante de plusieurs forces. ,- — Quand une 
force unique peut faire équilibre à un système de forces, 
une force R égale et contraire à la première force est 
dite la résultante du système de forces. 


TABLE UES PROPOSITIONS 


EijJ. I. 


a6a 

8. Un système do forces ne peut avoir deux résültantes. 

9. Composition des forces dirigées suivant la même 
droite. — Plusieurs fortes, appliquées suivant la même 
droite se composent en une seule, égale à l’eSccès 'de la 
somme de ailles qui tirent dans un sens, sur la somme 
de celles qui tirent dans l’autre sens, et celte résultante 
agit dans.le sens des forces qui composent la plus grande , 
somme. 

’ * . • « 

10. 1 1 , 12. Règle du parallélogramme des forces. — . 

Si deux forces P et Q sont re- 
présentées en grandeur et- en 
~Pj direction par les deux côtés con- 

j tigus AB et AC du parallélo- 

* P i; gramme ABCD, la résultante R 

de ces deux forces sera repré- 
sentée par la diagonale AD de ce parallélogramme. 

v- ' • 

13. Composition df. plusieurs forces concourantes. — 
La résultante R des' forces P, 
P', P", P"', appliquées au même 
point A, est la droite AN qui 
ferme le contour polygonal 
>L ABLMN, dont les côtés succes- 
sifs sont parallèles à la direction 
des forces données et propor- 
tionnels à leurs intensités. 


v 

f. 



14. Si le contour se ferme de lui-inème, les forces ' 
données se font équilibre, et réciproquement. 

lo. Quand les forces se réduisent à trojs. non situées 
dans un même plan, leur résultante R est représentée 
par la diagonale du parallélipipèdc construit sur les 
droites qui représentent ces forces. 

16. Réciproquement, uDe force AG=R peut se dé- 
composer en trois autres dirigées suivant les arêtes d’un 
parallélipipèdc. . 
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17, 18. Relation S ENTRE DINE FORCE ET RES COMPO- 
SANTES SUIVANT TROIS AXES RECTANGULAIRES. X, Y, Z 
étant trois forces appliquées au point A et dirigées sui- 
vant trois axes rectangulaires, si a , b,c représentent les 
angles que leur résultante R fait avec ces axes, oh a des 
formules 

X = R cos n, Y — R coS b, Z = R cos r t 

:•'* ••••', r = v r r+Y' r +z= i • 

x 

COS O = — V- ■ ■ ■ 5 

■ ; . V'X’ + T + Z’X ' 

: ; t' • •. 

’v/xhŸ+Z’’ 

z 

COS C — - • 

VX , + Ï’+ Z; 


DEUXIÈME LEÇON. 

SUITE DE LA COMPOSITION DES FORCES CONCOURANTES. 

19. Calcul de la résultante d’un nombre quel- 
conque DE FORCES APPLIQUÉES A UN MEME POINT. 

P, P', P", . . . sont (les forces" appliquées à un même 
point ; a, (5, ÿ, a', fi', y', . . . , les angles que leurs direc- 
tions font avec trois axes rectangulaires; R leur résul- 
tante ; a , b , c, les angles que cette résultante fait avec les 
mêmes axes; X, Y, Z les composantes de R parallèles aux 
axes : on a ' . 

X =r P cos a -I- P' cos a' -t- P" cos a" -+- . . , , 

Y = P cos |5 + P'cosff-t- P" cos fi" -I- . . , 

Z = P cosy -+- P' coS'/'-t- P"coS 7 " -t- . . . , 

• X , Y Z 

cos n = -1 cos b = —1 cos c =i= - • 


^64 TABLE DES PROPOSITIONS-. 

20. Ou a encore • <. 

R 2 = P 5 4-.P' 2 4- P" ! 4 - . . . 4- 2 PP' cos ( P, P' ) • 

: -f- 2 PP" cos (P, P") , . 

égalité qui revient à cé théorème Le carré (l’un côté d’un, 
polygone est égal à la somme des carrés des autres côtés, 
plus deux fois la somme des produits de ces derniers 
côtés pris deux à deux et multipliés par le cosinus de 
l’angle qu’ils forment. • 

21 . Lorsqu’on décompose une force P en deux autres, 
l une dirigée suivant un axe, l’autre située dans un plan 
perpendiculaire à cet axé, la première représente ce 
qu’on appelle la force P estimée suivant cet axe. 

La résultante de plusieurs forces, estimée suivant un 
axe quelconque, est égale à la somme de ces forces esti- 
mées suivant le même axe. 

22. 23. Conditions d’ÉQUILIBRE DE PLUSIEURS FORCES 
concourantes. — Pour que les forces P, P', P", . . . ap- 
pliquées à un point entièrement libre se fassent équili- 
bre, il faut que l’on ait (notations du n° 19) 

P COS a -t- P' COS a* 4- V" COS a" = O , 

P cos p -F- P' cos p' -t- P" cos p" 4- . . • “ o , 

P cosf -K P' COS7' 4- P"coS7" 4- • • . — o . 

2t à 28. Equilibre d’un point assujetti a se mou - 
VOIR SCR une surface ou sur une courbe donnée. — Pour 
que.. les forces P, P', P", . . . appliquées à un point qui 
est assujetti à demeurer sur une surface 

/(.r, y, z) =0» 

soient en équilibre, on doit avoir (notations du n u 19) 

X _ Y _ Z 

! V. • 

d.r tljr riz ; 
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29. Quand le point A est assujetti à demeurer sur une 

courbe, on a pour seule condition d’équilibre • 

X dx Y djr -f- Z (h o . 

30. Si l’on prend pour axe des x la tangente, cette 

équation se réduit à . . 

X=’o. 


TROISIEME LEÇON. 

COM POSITION ET ÉQUILIBRE- UES FORCES PARALLÈLES. .'. 

3l. Composition de deux forces parallèles. Couple. 
— -La résultante R .de deux forces parallèles P et Q leur 
F *g- 11 • f ‘ 6- ,a - est parallèle; si Ton 

appelle C son point 
d’application, on a 
R=P + Q 


R = Q — P, 

suivant que les forces données agissent dans le même sens 
- ou en sens contraires. On a dans les deux cas 



P_ = 0. 

BC CA 


_R_ 

AB - 


32, 33. Un couple est l’ensemble de deux forces, 
égales; parallèles et de sens contraires, mais non directe- 
ment opposées. Un couple n’a pas de résultante. 

3L Composition d’un nombre quelconque de forces 
parallèles. — La résultante de plusieurs forces paral- 
lèles est égale à l’excès de la somme des forces qui agissent 
dans un sens, sur la somme des forces qui agissent dans le 
sens'conlraire, et agit dans le sens de la plus grande. 


Digitized by Google 



l66 TABLB 'DES PROPOSITIONS 

35. Un système de plusieurs forces parallèles peut se , 

- réduire à un couple.- . • 

- 30. Centre des forces parallèles. — Si l’ôu change 

simultanément les directions et les intensités de toutes les 
forces, de manière que, passant toujours par les mêmes 
points d’application, elles conservent les mêmes rapports 
de grandeur et leur parallélisme, la résultante de toutes 
ces forces passera toujours par le même point. Ce point 
est appelé le centre des forces parallèles. ■ , 

37 à 42. Théorème des moments. — Le moment d'une 
force par rapport à un plan est le produit de l’intensité de 
celte force par la distance du point d’application delà 
forée au plan. 

Le moment de la résultante d’un nombre quelconque 
de forces' parallèles, par rapport à un plan, est égal à la 
somme algébrique des moments des composantes par rap- 
port à ce plan. 

43 à -4(5. Calcul des coordonnées du centre de plu-- 
sieurs forces parallèles. P, P', P", désignant des 
forces parallèles, x,y,z, x',y' z' , ... les coordonnées 
de leurs points d’application , R leur résultante et 
X t , y, , z, j les coordonnées du point d’application de 
cette dernière force : 

R=P + P'+P" + ..., 

R x, = Px -(- P' x' -+- P"x" -f-. , 

R j, = P j 4- P'/ 4- PV+- • •% 
Rz,=Pj+PV+P"!" + 

“ , r. 

' 4-7 à 49. Equilibre des forces parallèles. — Si l’on 
prend l’axe des z parallèle à la direction des forces, on 
aura, dans le cas de l’équilibre, 

P 4- P' 4- P" 4- ...=o,- 
P.r + P'i'4'PV4-....=o v . . 

P y 4- P'/ 4- P" r" 4- ...•=■ u . 
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50. Quand le point O est fixe, les conditions d’équilibre 
réduisent à deux : 


P.r-|- PV -+■ P"x"'+ ... = o, 
P y -h P'r' 4- P".r"-+- ... — o. 


QUATRIÈME LEÇON. 

• f ' . DU CENTRE DE GRAVITÉ. 

51. Notions sur la pesanteur. — On appelle pesan- 

teur ou gravité la force qui sollicite tous les corps vers la 
surface de la terre; cette force agit suivant la verticale. 
Toutes les verticales d’un même lieu peuvent être regar- 
dées comme parallèles. ' . . 

52. Poids. — Le poids d’un corps est la résultante de 
toutes les actions de la pesanteur sur les diverses molé- 
cules de ce corps. Le centre de ces forces, considérées 
comme parallèles, est leccutre de gravité du corps. 

53. Centre de gravité. — Le centre de gravité d’un 
corps peut s’obtenir expérimentalement en suspendant 
le corps à un fil dans deux positions différentes. 

5-4. Poids spécifique. — Densité. — Le poids spéci- 
fique ru , d’un corps homogène est le pôids de ce corps 
sous l'unité de volume. P étant le poids du corps et V 
le volume, on a 

P = dV. 

55. La densité moyenne d’un corps est- le rapport du 

• ; P 

poids de ce corps à son volume ou — • La densité d'un 

corps en un point M est la limite vers laquelle tend la 
densité moyenne d’un volume de matière pris autour du 
point M quand ce volume tend vers o. 

55. Centre de gravité d un assemblage de corps. — 
Pi P'> I 1 " 1 • w • étant des poids appliqués en des points 



Fig. 20. 
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(x,^, z ), (x',y\ z') . . . , P la somme de tous ces poids, 
et z, les coordonnées du centre de gravité, on a 

P 

■ P x, x= px p’x 1 p"x " . .. , 

Pii — py +a'/ + p“ y" + 

( P Z, zxz pz ~\- p f z 1 -f- p" z 1 ' -+- • . . . » 

I . 

57. La somme des moments des poids par rapport à 1 
tout plan passant par le centre de gravité de leur système 
est égale à zéro. 

58 , 59 , 60, Propriétés DU CENTRE DE GRAVITÉ. 

Soient A, A', A" les centres de 
gravité de plusieurs poids p, p', 
p ", ... et O le centre du système 
de ces poids. Si l’on applique 
en O des forces dirigées sui- 
vant OA, OA', OA" ... et repré- 
sentées par p X OA, p ' X OA', 
//'X OA", . . . ,'ces forces se feront équilibre. 

61. Si G (x, t y t , z t ) est le centre de gravité du 
système des poids //, p', p ", . . • 
et si OG = r, (les autres nota- 
■tions comme au n° 58) , on a 

PV| = P(pr‘-hpV i y-pW'-y . . .) 
— pp' AA' — pp" AA" — .... 

.> 62. L’expression 

/"• ’ 4 - p' r" - 1 - p" r"' , \ 

devient minimum quand le point O coïncide avec le 
point G. 

63. Centre de gravité des lignes. — Le centre de 
gravité d’une ligne ou d’une surface est le centre d’une 
infinité de forces parallèles appliquées à leurs différents 
points. 



Fig. 31 . 
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S* 
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Une ligne ou une surface sont homogènes, lorsque des 
portions égales de cette ligne ou de cette surface ont des 
résultantes égales ou des poids égaux. ; . 

64, 63, 66. Le centre de gravité (a?,, y,, z,) d’une 

ligne homogène est donné par les formules 

*. / • 1 , _* • 

Ar, = J' rds , ly x = j yds , lz, j'zdsi 


CINQUIEME LEÇON. 

CENTRE DE GRAVIT* DES LIGNES ET DES SURFACES. 

67. Ligne droite. — Le centre de gravité d une ligne 
droite est au milieu de sa longueur. 


68 . Arc de cercle. — Posant ’ 
Fig. % 1 \. 



on a 


OA = o, 
BAC = /, 
BC — c, 


00 ~ 7 " 


69,70. C.ycloïde. — Posant CD = a, on a 

*i = (r. = j\rV^4- |(A — x) 1 C J • 

/= 2 <Jax- , 


Fig. z 5 . 



Pour l’arc entier CA, 


(î-i)- 
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TABLE DF.S l , l!()K)Sl^lO^.S 


71. Pau vbqleI y a ^=~2pjr : 

^ ' j ' • * * ’ . . \ * 


lx { ■. 


;(' + ?)v^ 


2 32 


2 . 4 r +^+4^/^+- 


/IX 

or’ 


«fl , —■ w 1 


72 , 73. Centre de gravité des surfaces. X étant 
l’aire de la surface; posant 


dz 

P. ~~ Hic - ? ~ X ’ w =.V • + P* •+• </* <0 > 


fl Z 

4r' 


on a 


x ft= J j' r-u, Xyi=j^-J‘xt>, \z,=zj'J'zco . 

74, 7o. Centre de gravité des figures planes. — 


l’in 20. 


1 


D 


ST 


Quand la surface est plane, on 
a, en posant OA = «, OB —b, 
appelant y et y 1 les orcTon- 
{>■ nées des courbes CD et C'D', 


Xx. 


■ . * = f O — /)«&•, 

J a 

= X? — ,jr,== ^J' ( ^ ) */•*■- 


76, Applications. Triangle. — Le centre de .gravité ' 

d’un triangle est sur une médiane, aux deux tiers de cette 
ligne à partir du sommet. ‘ 

77. Parabole, y* =, a/ix, 


3 3 
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' • 

78. Secteur circulaire. 


271 


?. rayon X corde 


79 à 82. Cycloide V segment CNP; a diamètre du 


cercle générateur. 

' Pi B . 33. 


V = xy — V, 


:r\y <7 V I 


y 

Q' 

: * s — at 


M 






>sT< = -•*>”— 5 ay 1 


1 


\ 2 q 


'\r 


4 y [a — x) <J 1- 

C 

( 


d ■ T : ; : r - 

h — r » ' 'é r t — 


Pour la demi-eycloïde 


Z lia 1 

l ï= -g— 1 3 7 


M 4 a 

11 , ~~rr 


“T2“ 


4 9^ 


SIXIÈME LEÇON. 

CENTRE DF. .GRAVITÉ* DES SURFACES (SUITE). 

83, 84. Centre de gravité des surfaces de révolu- 
FiR 3/ ( _ tion. S surface engendrée par 

CD, x, =OG, CM — r. ~ 

S~— 2jt J' yds, Sx, = 2 xyds. 

Si la même courbe CD tourne 

successivement autour de Ox et 

de O y et que G et G' soient les centres de gravité des 
deux surfaces engendrées S et S', on a ~ 


y 

1» 

J 

l*. 

B 


Cf 




. 0 

A P 

PG 1 

X 


S.OG = S'.OG'. 
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85. Zowe sphérique. — - Le centre de gravite d’une 
zone sphérique est sur le diamètre perpendiculaire aux 
deux bases et à égale distance de ces bases. 

86. Zoke cycloïdale. — Notations du n° 69. 


. . , — üizsfâ ■ | 8îrrt’ 

s = 4 nyyax-\ J— (« — x ) — *“3“» 

< 8 - ' — 

S.r, — 5 nx y \jax H «’(« — x ) 5 

09 

8 r . ifi , 

fit y fi (a — XJ — -z-z. na ■ 

i5 45 

87. Pour la demi-cycloïde 


a 

X, XX ZI 


i5 


-® — 3- 


88, 89. Théorèmes de Gulpin. — La surface engen- 
drée par la révolution d’une courbe plane a pour mesure ; 
la longueur de la courbe multipliée par l’arc de cercle 
que décrit le centre de gravité de l’arc de courbe. 

90, 91, 92, Lé volume engendré par la révolution 
d’une aire plane est égal à l’aire génératrice multipliée . _ • ’ 
par l’arc de cercle que décrit le centre de gravité de cette 
aire: — 1 — ~ 1 . 

93. Si une surface plane se transporte dans l’espace ■ 
de telle sorte qu’un de ses points restant toujours sur une 
courbe, son plan demeure constamment normal à cette 
courbe, le solide engendré par le mouvement de cette 
surface aura pour mesure l’aire génératrice multipliée par 
la courbe que décrit son centre de gravité. 

94 à 96. Volume dp cÿlikdre. Le volume d’un 
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cylindre quelconque est égal à l’aire d'une section droite 
multipliée par la distance des centres de gravité des deux 


SEPTIEME LEÇON. ' . ■ 

CENTRE DE' GRAVITÉ DES VOLUMES. 

. . • . - ■ . .. ' . . r"r .* 

- * • _• • , ' '■*. 

97, 98.’ Çô«é. — Le centre de gravité du cône est sur 

la droite qui joint le sommet au centre de gravité dç la 
basé et aux trois quarts de cette droile à partir du sommet. 

99. Secteur sphérique. BOA == a, OA = r, 

Fig. 46,' 3 / i '' '• 

B *. OG 7 r Cos* - a ■ 


100. 'Solides de révolu - 
tion. PM =;y, PM'r^', V 
volume, (x,, y, ) centre de gra- 


101. Cqrps dont le centre de gravité s;obtient par 
F ig, 48. . / 

UNE SEULE INTÉGBATION. — : 

* •*. *•[' ••*... Ellipsoïde : - • > ; ■ 


0 = arO y, X = angle de 0.r 
et du plan z Oy, OA == a, 
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„ ‘ itbe sin 9 sin)..;„ 

V^.— - (6 — a)(3a 1 — a ! — «6 — &>), 

3(a-f-6){2fl 5 — a} - — 6 ! ) 1 

' < 1 - ^4(3a J - — a* — a6.. — 6’) • 

. * * > ‘ ' • ‘ ‘ ’ 

402; 103. Centre de gravité d’un qORPS «yuELcoNQtE.- 
V volume» P poids, p densité, (x t , y t , z,) centre de 
gravité. . . 

P = JJ Jpdxdydz, • V, * 

■ - O.* p*,= 


I AfpdV, . . 

. ' ' 

f • X • , 

•••• ■ 


HUITIÈME LEÇON. 


VOLUME ET CENTRE DE GRAVITÉ DES CORPS RAPPORTÉS * . DES ’ 
CORDONNÉES POLAIRES. , ' • . « 


104. Coordonnées polaires. 


. Fig. 50, 



• OM = r, 
MO* = 8 , 

, MQP = ip . 


Q • -X 


103, 100. Formules pour 
' v - ^passer des coordonnées rectan- 

gulaires à des coordonnées polairés, et réciproquement : 

x = rcos8, y = rsin 6 cosijv jZ-= ^rsin 0 

• ' ■ * , ‘ #»*• 

. — Z ‘ k'* ' X . . • 

r = v x* 4r ÿ 2 4- * 2 » tang^ = -> cos 9:= — . , 

r\ m . \/ *>+?>■+ z'y 


'■ ' A.- . 
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107 à 110. Volume, poids, centre de gravité d’un 

CORPS RAPPORTÉ A DES COORDONNÉES POLAIRES. 

• • '■ : ' ( 

V = J' ‘J’ J' r 7 sinQ drdOU\>, 

P == / f f (jyf sintdrdQ rfiji, 

* # ’i$ */«/•/ 

P*, =-//./> sin 0 cosO rlrrtOtlÿ, 

■ V ' m r.r' sill O COS ]i (tr (iQ-ft ’j, 

P.z, —■ I f f pr' sin ! 0 sin ]/ dr d 6 dji. 

■ , V J «/ , • , ■ ’ ^ ' • 

•* ' . " A. • ' .* 

• , 1 lf. ' Application au corps terminé par deux surfaces 
sphériques concentriques dont- les rayons sont a et A, 
et par la surface d'ün cône droit doju l’angle générateur 
est a. 

, 'V 

4* II, ■ i\ : , 1 3 b' — n' T 

V=V(i 5 — a ! ) sin’ - a, x, = 7 — 1 cos’ - a .. 

. ■ - '3 . . - • 2 4. o*— a* ■ a ' • _ 


■ y ‘ NEUVIÈME LEÇON. ; 

. .. .ATTRACTIOrç DES -.CORPS. 

112. Loi de-l’ attraction. fi et fi', /'tant les masses 4®' 
deux molécules, u leur distance, f un coefficient con- 
stant : l’attraction mutuelle de, ces deux molécules est re- 
• , 

présentée par 

113 à 116. Attraction des sphères. — .. L’attràction 
d’ une-couche. sphérique homogène sur un point matériel 
placé dans soit intérieur e&t nulle. / 

117s L’attraction (L’üne couche sphérique honVogène 
sur «rf point extérieur est la même que si tfiute la masse 
eje là couche était réunie- à son centre. . 

V 4 \ • i». 


2^6 • _JABLg DES PROPOSITIONS ( 

118,119. Les résultats précédents s’étcndeht au’ cas 
d’une enceinte composée de couches sphériques dont la 
densité varie de Tune à l’autre, mais -reste la même dans 
toute i’ étendue d’une même couche. . ' 

* * • * . î - ’• • * • * • • • 

. »'• . * * • • • « J - ,* ' • . . . 

120, .121. L’attraction exercée par une sphère sur un 
point intérieur est proportionnelle à la distancé de .ce 
point au centre< — Si le point est extérieur, l’attraction' 
est la même que si toute la masse de la sphère était rcu>- 
nie à sou centre. t •' >’ * »•_ ' 

122. Deux sphères s’attirent comme si la masse de 
chacune était réunie à «on centre. • 

. ' rr /> * "... • - 

123. Fotuwui.Es générales. A, B,- C composantes de. 

l’attraction exercée sur un point O (a, c, y) dont la masse 
est (j. par un- corps quelconque dont l’élément de masse 
est dm* . . .*.•'» • • 



A =/(A 


t ‘ 

a — x 


dm y , 




124. 'En transportant l’origine au point O : g,h,k 
étant les angles de OM avec les axes, et «, S, <{/ les coor- 
données polaires dn point M, on a 


• v A = — j J t>coigdu.sm6d6dty, f -' 

p cos h du sinO ri 9 dÿ , 

■ ■ ' ' t « ■' t : ' 

■ , v . ; c =± -/(* J'J'J' P cos ^ ^ sin'S r/6 ^ * 
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f . ' ■ ■» c .* ' > 

- 125. Réduction des intégrales a une seule. — oi 

1 on pose , • * ., * • V . * . 

• ' ■ • * .* . *. . •>. C dm 

V-ss'l • < : * . - 

• ‘ . • • • * . J»- * ._ > ^ 

. ' ona; , • • * ; . . < ' 

■ dX • , dV " „ > dV / 

. A =-^-dZ* rfi’ c -“ /(t 

à - •! * * * N 1 • ' • 


126 


* , - ' ■ , . t - '** « 

126 127. Propriétés de la fonction V. — Si le point, 

- . v ' • ' ; • . ' 

attire est extérieur, 1 on a *• , . - . • . 


. . • d'X d'V rf’V_ ' • 

• * - - / . % ‘ ; . » t . , » • 

■ V si le point attiré est intérieur, \ • ; . > , ; 


...rf’V -rf’V (TV /- 

. '"5J 2 • ■' 


p, étant la densité. du corps- attirant au point ou est placée ‘ . 
ïa tnoléculÿ attirée. ' ’ . • • 


■ y- v . ' : DIXIÈME LEÇON- ■* *•*;. *: 

• . ' T . * • 

ATTRACTION D*IN ELLIPSOÏDE SUR UN POINT INTÉRIEUR.. 

•. . * , . ^ / . * r 

y 128. Formules relatives a l’ellipsoïde. — Eu posant 

• ' V. î " ‘ *1 4? f m * 

f , ’ . cys’g; cos’/r cos’ A , 

+ i 1 + .'a : ’• ' • 

. a cos g 6 cos h . 706» X , 




6“ . c*. 


s* r. ■ ) ' 

. i . 1 ’s’ . . 

. - , ' • * . • * 

lès cômposântes île l’attractioa d’un ellipsoïde 


— - -HV H 3= i 

a 1 b * c* 
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sur un point extérieur («, jS , 7 ) soin données par les for- ' 
nrnles ' ■ ’ . ; v 

A =// 1 » ~^p r t LtI cosg'Sin9t/9 . '* ' * • 

, V -B =JJ $,---Mtf- : ~^ > t cos/i.smfl tlQ dj/, 1 ' • 

S. • ' • . ' • ' • ' ' ; 

•• ‘ ’ ’ V fc= JJ 9 ~ ^ ~*~ P -cmk. sin fl rffl <*[>: 

' . ’ * • %# * ’ * . P- i. ... 4 

» v *» *' «, , » 

129, "1 30; Ces formules se réduisent aux suivantes : 

; ; * * , .v v',' 

" • ' ’ -V ' • - A : 

-V • • • * « . \ » * • 4 

^ ■y C = ^JJ^.sia6^di. \ . \ . 

' y * . 

‘131. CONSÉQUENCE DES .FORMULAS. — 1 °, TOUS les 

* points situés dans un même plan .perpendiculaire' à un 

• axé sOnt ‘également attirés dans lp 6 êhs de cet axe, et les 

composantes de* l’attraction sont proportionnelles aux 
distances 'du point attiré aux trois plans principaux de 
l’ellipsoïde. ’ , .V . > r .« 

, • , a°. On'a; ■. > > * . . y.' . ' !... 

-• ' ' . . ■ a ’ b ' e '• .. . : • ’ *. ? 

. . • - ' 6.7 - * • . j > 

- dA. dB dC . • 

; • • . . - ' lü + ~dî + 7^ ... , 

; " ' . . . ’ v . •' , f v • 

3°. Une couche homogène conJprise entre deux sur- 

. - faces ellipsoïdales' homothétiques n’a aucune "action sur 

. • l’espace vide intérieur.' ■ ' * • 

■ v . '■ ... ; .y - v y.» . - 

• 132. StUTE DE l’iNTÉCEATIOK DES FORMULES. — En 
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. 'et des formules principales 

posant taug ifi == t, on trouve • . 


r Ç" 1 bc cos'O sin 8 c/9 

^ ^ «/o ^(ê’cos’ÔH-'a’sin’fl) (c’cos’ ô -4- a 1 sin’ 6) 

- *’ ' / ' ’ 

C 1 , oc cos 1 8 si n 8 d 9 

^(a’cos'fl -+- t'sin’ G) (c-cos’fl -+- ■é , «n 1 0) 


0^4*7 f jr === - 

J O V ( a} cos 1 


• ' , ■ i>'o ** * ■_ ' C * ~ 

a/> cos 1 9 sin 9 c/ 9 . i _ ■■ 

v/( a 1 cos 1 9 c 1 sin 1 9 [b‘ cos 1 9 -t- c 2 sin 2 9^) 

I , ’ 

6 1 — a 1 


133 . En posant M =c | Ttabc, X* ;== — — — * X'* — ■ 
cos 0 ■= u :• 

3M m /•* 


u? du 


i +x'>a’) 

m 1 c/a 


• • . * 3 J,' V(« 

r _3M€ /” 

a ’ J O (I+V«*?)V«- t-*' 1 »’ 

3M 7 Z 11 n’rfa 

C ~ ~â r ~ r i , 

■ v / 0 -+- X ‘«’ 

134 . Posant , 

/• 1 a 1 c/a 

F = J o ftt+Vu’) 


On a 


A = ^F, 
a 3 


B = 
C = 


3MJ c/.XF 
a 3 dX ’ 

3M 7 c/.VF 
a 1 ’ c/V 


c ' 


*79 



t 
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135. Formules de Jacobi. — En posant u = • — - — ., 
. ; . « ^T+7? 

Jacobi trouve 


C = 


2717 


( ,+ ?) 

v/i 

( ,+ s) 

de 

( ,+ p ) 1 

* • 

{ ,+ *)V{' + i) 

1 di 

H)' 

( ,+ ?) 

. V 


1 


136. Développement de A, B, C en série, quand X et X' 
sont très-petits. ' • • 


ONZIÈME LEÇON.' 

SUITE DE l’attraction DBS ELLIPSOÏDES. 

137. Réduction aux fonctions elliptiques des com- 
posantes de l’attraction. — Si l’on pose 


e, = i — Zi’ = 

F(*, ? )= f -A. , 

J O V* — c’sin’p 

i ' 

f)= j d<f^ i — «’sin’f, 

• * . ». 


E( e , 
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on aura 


A = [ A ^ _L= F(c, T)|, 

6’— a’^ac yjc' — à' m J 

X«‘[fF^p^ E( " T) 


B = 


C— 


3M 7 


[F(*,T) — E(e,T)]. 


(c 1 . — b ’) ^c a — a 

138 à 140 . Cas ou l’ellipsoïde est De révolution, -r- 
Si l’ellipsoïde est de révolution autour . de son petit axe 
au, on a b =-c, =± A. 

-, • ‘ 3Ma . . 

• A=— (X — arctangi), 

„ 3'M6 / ■ , ‘ X \ 

• B = — rr, arctangX — )» 

• 2a*X 3 \ b i-t-X 3 ,/ 


C= Ml(arc(angX--^ T V 

i a 3 X 5 \ h I-+-X’/ 


141. Si l’ellipsoïde est de révolution autour de l’axe 
26 , ensupposant 6 =' a et b a, on aura X' = o. . . . 

B - ï? [* ^ + ^ 7Tri) - ttW’] 5 

= “TTj [x /i-t- X 3 — 1 (x -+- \]i -h X* ) ]'. • 

a 7 2 û J r * # • 

* • , • . r • 

' 142, 143. Démonstration synthétique de ce tfiéorètfte 

de Newton : Une couche homogène d'une épaisseur quel- 
conque comprise entre deux surfaces ellipsoïdales sem- 
blables et semblablement placées n’exerce aucune 
action sur un point intérieur. 
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144. Cas d’un point extérieur. — En conservant Iss 
mêmes notations on a 




’vV -i -pi 


cos ô sin 0 dOd-^. 


Il faudrait intégrer celte expression pour toutes les direc- 
tions qui tombent dans l’intérieur du cône circonscrit. 
Mais on ramène ce cas à celui du point intérieur par le 
théorème d'Ivory. 

145. Deux ellipsoïdes ayant leurs axes a, b , c et 
a', b\ c' dirigés suivant les trois mômes axés rectangu- 
laires et leurs sections principales décrites des mômes 
foyers > on appelle points correspondants deux points 
dont les coordonnées sont proportionnelles a,ux denrî- 
axes auxquels elles sont parallèles. 

Si l’un de ces points est sur la surface du premier el- 
lipsoïde, l’autre sera évidemment sur la surface du se- 
cond. 

Si Von prend sur les deux ellipsoïdes deux points 

quelconques. m(x,y, z ) , 
p (a, 6, y) et leurs corres- 
pondants m' (a/, y\ z'), 
p'(a', G', y'), les distances 
fxm et p' ntl sont égales, 
140. Appelons A, 13, C 
les composantes de l’attraction du premier ellipsoïde sur 
le point p. * 

Nommons A', B', C' les composantes de l’attraction 
(jue le second ellipsoïde exerce sur le point p' correspon- 
dant (Je p, pn aura . l . , • 


Fij;. 5g. 



, b' c' 

A — —j— A, 
bc 


a! c 1 

B'= B, 

ac 


C=~C. 

ab 


Donc V attraction d'un ellipsoïde sur un point exté- 
rieur p est ramenée à V attraction d un ellipsoïde liOmo- 
focal sur le point p' correspondant. 


ET DES FORMULES PRINCIPALES. 


te théorème subsiste quelle qüe soit la loi d’attraction. 

147. Pour faire usage de ce théorème, il faut calculer 
' les* valeurs des demi-axes a b\ff du second ellipsoïde, 
connaissant ceux du premier et les coordonnées «, 6, y 
du point p. On a ; - ?y,.. , . ' ■ // ’ '• 


e s - 


Cette équation donne une valeur positive pour a '* et 
, une seule'. Le demi-axe a', étant déterminé, on aura les 
deux autres par les équations 

b'*t= a ' 1 -t- h, c' , = a' , H- A. 


V-.V ' * ... DOUZIÈME LEÇON. 

« . ; t r •’ . • \ y ’■ ; 

notions préliminaires sur le mouvement. 

■ > ' , • t 

■ 148. Définitions. — La dynamique a pour objet l’é- 
tude des lois du mouvement des corps. On considère, dans 
cette partie dé Là Mécanique, une quantité dont on n’a 
-pas eu à» s’occuper en statique, lë femps. L’idée du temps 
est une idée simple, qu’on ne définit pas.' 

' Dèux intervalles de femps sont égaux, quand- deux 
corps identiqufes, placés daus les mêmes circonstances, 
•parcourent- des espaces, égaux dans ces deux intervalles ’ 
de temps, Quelle que soit, la loi de leur mouvement 
commun. La notion d’une suite d’intervalles de tenlps 
égaux conduit à celle, du rapport çonflmensurable ouin- 
commens.urable de deux temps quelconqùes. L’unité de 

-, Temps généralement adoptée est la seconde. 

• ’ 4 • '• . ’ " ' . 

140. Mouvement uniforme. — -Le moutemeut le plus 
simple que puisse prendre "un point matériel est celui 
clans lequel ce point décrit une ligue droite, sur laquelle 
il parcourt des espaces égaux dans des temps égaux. Ce 
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f v • ' • *- 4 

mouvement est dit uniforme. On appelle mouvement 
varié tout mouvement qui n’est pas uniforme. 

- 150. Quand un point M se meut eu ligne droite, L’es- 
Fig. tk>. . pace parcouru par ce point; 

o it m x ou-pjus généralement sa dis- 

tance x à un point. fixe. Q 
pris sur cette droite, est une fonction du temps t écqulé 
depuis une époque convenue, en sorte qu’on a 

■ x=f{t)-, 

* . -. » , * 1 t ï 

cette équation'est ce qu’on appelle Y équàtion du mouve- 
ment. • ' 

' • ' 

loi, La vitesse d’uu mouvement uniforme est l’espace 
constant que le mobile parcourt dans l’unité de temps..;. 
On -peut encore définir la vitesse, le rapport de l’es- 
pace- parcouru au temps employé à' le parcourir. 

Si l’on rapporte la position du mobile à un point O fixe 
pris sur la droite parcourue et que Ton désigne, par b sa 
distance OB à cette origine , . " 

■ ’ ' x = at 4- fr 


sera l’équation la plus générale du mouvement uniforme. 

* . * ’ , \ * V ' ' . i , . 

152. L’équation du mouvement uniforme suppose 
qu’on ait adopté deux unités, l'unité, de longueur et 
l’unité de temps. Le nombre qui exprime la vitesse dé- 
pend de chacune d’elles. . 

153. De l'inertie. — Un point matériel en' repos ne 
peut se mettre en mouvement de lui-même et sans une 
cause extérieure. Si un point matériel a été mis' en mou- 
vement par des causes quelconques,' et' qu’enduite il ne 
soit plus sollicité par aucune force, il dev^-a se mou- 
voir, suivant une certaine ligne droite, en conservant 
toujours la même vitesse, c’est-à-dire en parcourant sur 
cette ligne droite des espaces égaux .en temps, égaux. 
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- 15i. Ces propriétés constituent ce qu’on appelle Viner- 

. tïe de lafnatière. , . • . . . ■ ‘ . 1 

Lélmot inertie ne signifie pas que la matière soit inca- 
pable d’agir. • . * *•_ 

' • *• * ’ *i •' ' 

135. Vitesse dans le mouvement vàkié. — Ôn appelle 
vitesse d’un mobile au. bout du temps t , la vitesse du 

'• mouvement uniforme qui succéderait au mouvement varié - 

• si, à cet instant, la force motrice cessait d’agir. 

156. Quand un mouvement n’èst pas uniforme et rec- 
• aligne, la vitesse varie à chaque instant et- d’une manièfe 
continue ‘soit en grandeur, soit en direction. Il p’existe 
pas de force qui puisse, dans un instant* indivisible, 
changer brusquepaent la grandeur ou la direction de la 

* vitesse d’un corps ou imprimer subitement une vitesse- 
finie à un corps en repos. 

à 159. Soit M Un point matériel qui se meut, d’up 

.• . ... K, - mouvement varié, sur une 

Jt'E- bi. . ■ 

■ > . . ‘ ? droite Ox. Appelons x la- 

. . . i- • : * •“T*’ T distance OM de ce mobile 

"à ui> point quelconque.de la dircclion-Ox, et t^lc temps 
compté à partir d’uue époque quelconque, tomps au bout 
duquel le rfiobile est en M 3 soit e là vitesse inconnue 
qu’il possède à cet instant. La formule 


" donne là vitesse du mobile, pourvu que l’on convienne de 
regarder comme' positive la vitesse du mobjle lorsqu il 
' - va datis le sens des abscisses positives, et de la regaider 

comme négative dàns lc cas contraire., , _ 

•••,160. s;. •>;. .’ ‘ - ■ * ' * • 

. \ £ = /(') _?•- '. v»' . - 

est l’équation du mouvement, où aura 
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Si l’éfjuation'du mouvement était de la forme * 




on aurait 
• i 


101. Réciproquement, sj ^ l’on ’ donne l’équation 


.”=?(*)> . 


on auça , ' . 


■ ’* '* \ ' ' x = c. 


• ,. ' TREIZIÈME LEÇON. 

■ ' . . ’ 

• .. .. DK L ACCÉLÉRATION. '• _ ’ ' 

162. Du MOUVEMENT UNIFORMÉMENT VARIÉ. — Soit 

• yjg gj * un point matériel M qui se 
‘ - y nieut sur une droite Ox de 

0 " * . “ - • telle sorte que sa vitesse v 

croisse proporiionnellèment ail temps t t à partir du mo- 
ment où le mobile était en un point donné A. Soit g 
l’accroissement constant de la, .vitesse pour chaque unité 
de temps. Soient OA =ù b l’abscisse du mobile à l’époque 
initiale, O.V1 == jc son abscisse après lé temps t, a s.a 
vitesse au point A, on aura.. v 

- " ' ■ : ■' 

•• » — « + gt $ . * ■ 

; ■ ■■•••• •••• •- 

' • • x xz b -4- at -i~ — . . . 


■ x çz b +• au- 1- - — 

V ' . « 2 


Le mouvement représenté par cette équation est dit 
uniformément varié ou .tçcé|êré. ’ v . 
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163. Si l’on place le point O en A', si de plus ont sup- 
pose a = o, on aura 

gt' v . 

v —g‘f 

• % 

• ’ • 

• . « ’ *..• * % 

164. Principe des mouvements relatifs." — Si -des 

• . Fi(;63 • points matériels M, N, P. ... se 

. • . • 0 meuvent dans l’espace suivant 

r / ~ ■ ■ des droites parallèles , avecr une 

— “ — /n ’ vitesse constante ou variable, 

n ■ mais qui soit la rnëme-pour tous ■ 

à chaque instant, de sorte qu’ils paraissent ne pas se . 
déplacer les uns par rapport, aux autres , si Vun des 
points, M par exemple, vient à être sollicité par une 
certaine force, le mouvement relatif du point M à l’é~. 
gard des autres points sert» le- nïéme que le mouvement % 
absolu qu’aurait ce point M si le mouvement commun 
n existait pas et que le point M partant du repos ffip 
encore sollicité par la même force. ‘ 

Cetle loi de la nature est vérifiée par l’accord des con- ' 
.séquences qu’on en tire avec les faits observés, surtotot 
en astronomie. 

165. Il résulte de ce principe que si un point matériel 
animé d’une vitesse acquise vient à être sollicité par une 

• force dirigée dans le Sens même de. son mouvement ou 
en sens Contraire, cette force lui communiquera, après 
un temps quelconque, un accroissement ou une diminu- 
tion de vitesse précisément égal à la vitesse qu’elle lui: • 
imprimerait s’il .partait de l’état de repos. 

166. Effet d’une force constante sur un point 

matériel. — Une force P, d’intensité constante, agissant 
d’Hne manière continue sur un mohile, animé d’une cer- 
taine vitesse, dans la direction de la force, lui imprime 
un mouvement uniformément varié. ’ < 

, .... , • - •' •; ■ •" 
167, Comparaison des forces. — Le changement de 
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vitesse produit sur un mobile par l'action simultanée de 
deux forces qui agissent dans la direction du mouve- 
ment déjà imprimé au mobile, est indépendant de la 
vitesse acquise et est égal à la somme des vitesses 
'qu'aurait eues séparément le mobile si, pris à l'état de 
repos, il avait été tour à tour soumis à l’action de cha- 
; curie des forces P et P. 

168. Deux forces d'intensités constantes sont entre 
_ elles comme les changements de vitesses qu elles-peuvent 

produire séparément pendant le. même temps sur un 
même point matériel. 

169. Ce fait est confirmé par l’expérience. 

170. 171. De l’accélération. —Une force d’intensité 

• FSc £â • . variable sollicite un .point 

-• ' „ ’ matériel M suivant une 

o r , •' f ■ certaine droite Ox. Soient 

OM = x et v ia vitesse que possède le point matériel. au 
point M, au bout du temps t. A ce moment la force pré- 
sente une certaine intensité P, et-si elle agissait constam- 
ment avec cette intensité, elle ferait éprouver à la vitesse, 

, pendant l’unité de temps, une certaine variation <p. Çette 
. quantité tp est ce qu’on nomme Y accélération , et l’on a , • 


172. L’accélération <j> sera positive ou négative selon . . • 
.que la force P tirera dans le sens des x positifs ou dans 
. le sens contraire. . \ • '' 


* ' ' \ QUATORZIÈME LEÇON . . 

! DE LA MASSE DIS COUPS. • 

173. Masse des points matériels. — Si l’on agit sur 
un corps pour le mettre en mouvement, une réactiou 
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en sens inverse s’exerce contre l’agent on l'organe qui 
donne le mouvement, et cette réaction est la cause de 
la sensation que nous éprouvons. F.n général un corps ne 
peut agir sur un autre sans éprouver de la part de' cet " 
autre une réaction égale et contraire. 

174. De ce qu'il faut des efforts plus ou moins consi- 
dérables pour donner le même mouvement à des corps 
différents, on doit conclure que ces corps ne contiennent 
pas des quantités égales de matière. 

On dit que deux points matériels ont des masses 
égales, quand deux forces égales, appliquées pendant 
le même temps à ces deux points , leur donnent le même 
mouvement. 

i • , • < * , 

• • ' • / • • J* . * •* •’ 

175. Si l’on conçoit une multitude de points matériels , 
ayant des niasses égales et qu’on réuuissc plusieurs de ces 
points en un seul, on formera des molécules dont les 
masses auront entre elles des rapports quelconques. 

176. Masse des corps. — Des forces égales et parallèles, 
appliquées à différents points de même masse, peuvent être 
remplacées par leur résultante qui est parallèle aux forces 
considérées, égale à leur somme et passe toujours par le 
même point, quelle que soit d’ailleurs la direction com- 
mune de ces forces. Ce point est dit le centre de masse 
du corps. Quand un corps de figure invariable est 
sollicité par une force qui passe par le centre de masse, 
tous ses points décrivent des droites parallèles et égales, 
dans le même temps. 

Les masses de deux corps sont égales, lorsqu en ap- 
pliquant îles forces égales à leur centre de masse tous 
les points de ces corps décrivent des droites parallèles 
avec la même vitesse. Les masses m et m' de deux corps 
sont dans le rapport de ;i à n' lorsqu’on peut les parta- 
ger l’un en n parties, l’autre en n' parties ayant la même' 
masse p. 

I- i . . ‘ . • • ni 

-, * • • 
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177. Relation entre les- forces, les masses et les 

vitesses. T- Si des forces constantes P et P' appliquées 
aux masses m leur impriment la même vitesse u, 

elles seront entre elles comme ces masses. 

178. Supposons que deux forces d’intensité constante 
P et P', appliquées à doux corps quelconques dont les 
masses sont m et m\ leur fassent acquérir des vitesses u 
et u' au bout d'un même temps f.„On aura 

J- P mu 

' F ~ m'u r 

179. De la quantité de mouvement. — Le produit 
mu de la masse d’un corps m par la vitesse u commune à 
tous ses points est ce qu’on appelle la quantité de mouve- 
ment du t corps. 

Les intensités de deux forces appliquées à deux corps 
quelconques, à leurs centres de masse, sont proportion- 
nelles aux quantités de mouvement quelles donnent à 
ces deux corp's. On peut prendre pour mesure de l’in- 
tensité d’une force P la quantité de mouvement mu qu’elle 
communique à une masse m dans un temps déterminé, 
par exemple dans l’unité de temps. On a 
P = mu , 

en prenant pour unité de masse la masse d'un corps qui* 
sollicité par l’unité de force, acquerrait dans l’unité de 
temps une vitesse égale à l’unité de longueur. 

180. Force mqtrice. — Force accélératrice. — Sup- 
posons qu’une force appliquée au éentre de masse d’un 
corps dont la masse est m, ait, à l’instant considéré, une 
intensité P. Soit ç la vitesse que cette force ferait acqué- 
rir au mobile au bout de l’unité de temps, si pendant ce 
temps elle conservait une intensité constante égale à P. 

La force P, appelée forcé- motrice, est donnée- par la 
relation 

. dv ■ à 

P = = m — • 

T dt 
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181 . Le nombre p, qui représente la force motrice de 
l'unité de masse, est le même que celui qui exprime l'ac- 
célération <p. La force motrice qui produit le mouvement 
de l’unité de masse est dite la force accélératrice du mo- 
bile, et la quantité <p est nommée indifféremment Yaccë- 

lération ou la force accélératrice. i*, ' • ' 

182. ' Relation entre le poids et la masse. — L’obser- 
vation prouve que deux corps pesants, quelles que soient 
leur substance et leur forme, acquièrent la même vitesse, 
au bout du même temps, quand ils tombent dans le vide. 

Si les choses ne semblent pas se passer ainsi dans la 
nature, la cause eu est due à la résistance de l’air, milieu 
dans lequel s’opère la chute du corps. 

Il résulte de ce fait que les poids de deux corps sont 
proponionnels à leurs masses. 

Le centre de masse d'un corps n’est autre chose que 
son centre de gravité. - . L “ 

183. Des unités employées en mécanique. — On prend 
ordinairement pour unité de temps la seconde, pour celle 
de longueur le mètre. L’unité de force est le gramme ou 
le kilogramme : le gramme est le pokls d’un centimètre 
cube d'eau distillée à sou maximum do densité. 

On doit prendre pour unité de masse la masse du poids 
9 sr , 80896. 

181. Le nombre -1 qui exprime Ja masse d un, corps, 
reste le même, en. quelque endroit qu'on le détermine. 

185. Soient V le volume d'un corps supposé homogène 
et I) sa densité- ou sa masse sous l'unité de volume. En 
appelant rn la masse de tout le corps, on aura 

m — YD, P = VDg\ 
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' •' J QUINZIEME LEÇON. 

• , MOUVEMENT DES CORPS PESANT^. 

• ’ ' / 

186. Mouvement vertical des corps pesants dans 

le vide. — ■’ En appelant g l’accélération due à la pesa n- . 
leur, on a • . ’ . . . . 

v — a+gt, 

a représentant la vitesse possédée par le mobile à l’ori- 
gine du temps, et v • •• • • « * v -‘ ' . 

■ . > . , gt 7 . 

x — b -f" ot 4" — - ) 

2 

b étant l’abscisse du mobile à l'origine du temps. 

187. Si l’on compte les espaces et le temps à partir du 
point où la vitesse est nulle, on a 

- • et 1 , p 1 

> . v ~ SU X==Z T 7 p=V2 gx, •»■ = —. 

On appelle y/agx la vitesse due à la hauteur x, et — est 
• 2 S 

dite la hauteur due à la vitesse v. 

188. Quand un corps est lancé de bas en haut sui- 
vant la verticale, on a 

v—a — gt, 

et si l’on compte les espaces à partir du point où se trouve 
1 e mobile à l’origine du temps, 

. \ , . • ' • r * ’ -fit* ‘ . * * ” 

x = at — —• 

2 - - 

En appelant 9 le temps au. bout duquel le mobile cesse 
de monter, et h la hauteur à laquelle il s’élève, on a i 

r V ’ * 

« a , a 1 

0 —, h ss — . 

g 2 g 

Quand le corps est revenu au point de départ, sa vitesse 
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redevient égale à sa vitesse initiale, mais elle est de sens 
centraire. 

189, 190. Mouvement fi’uN corps pesant sur un plan - 


Fig. 68. 



incliné. — Soit G le centre de 
gravité d’un corps pesant, placé 
sur un plan ihcliné. En appe- 
lant a. l’angle BAC de ce plan 
avec l’horizon, on aura 


v = gsmx.t, 


gsina./ 1 


' =^ 2 g-.rsina. 



La vitesse acquise par un mobile qui a parcouru 
toute la longueur BA du plan incliné est égale à celle 
quil aurait acquise en tombant, de la hauteur BC. 

191 . Soit ABD une circonférence dont le diamètre AD 

tts-'. 6 !}' est vertical. Le temps employé 

par un corps pour descendre le 
long de AB est le même, quelle 
que soit cette corde , et égal au 
temps que le corps emploierait, 
à descendre de la hauteur AD. 

192. Détermination de la constante g. — Le plan in- 
cliné rend la chute d’un corps moins rapide sans changer 
la loi de son mouvement. En prenant l’angle a. suffisam- 
ment petit, il devient possible d’observer le temps que 
met le corps à descendre d’une hauteur donnée, et par 
suite d’en conclure la quantité g qui représente l’inten- 
sité de la pesanteur. 

193. Soit G' un corps placé sur un plan horizontal AB 
et tiré par un fil horizontal dont 
la direction passe par le centre 
de masse. Ce fil, enroulé autour 
d'une poulie p, est entraîné sui- 
\ant la verticale par le poids 
d’un corps G sollicité librement 


Fig. 7°- 

A ï 

; B 

M A 


r 
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par la pesanteur. Soient ni et m' les masses des corps G 
et G'. Le mouvement suivra les mêmes .lois que celui 
d'un corps entièrement libre, mais pourra être ralenti 
autant que l’on voudra, en prenant m' assez grand par 
rapport à ni. ' 

, . * l • *' 

194. La machine d’Atwood sc compose d’une poulie 
verticale P, mobile autour d’un 
axe horizontal et sur la gorge de 
laquelle s’enroule un fil portant 
à ses extrémités deux corps pe- 
sants G et G’. On pourra aù , 
moyen de cet appareil ralentir 
autant qu’on le voudra le mouve- 
ment du système. 

- * v 

195. Chute d'un corps pesant dans un milieu qui 

RÉSISTE COMME LE CARRÉ DE I.A VITESSE. Supposons que 

le corps qui tombe soit symétrique autour d'un axe ver- t ' 
tical. Soit R la résultante des résistances partielles qu’op- 
pose l’air à la chute du corps, aux différents points de sa 
surface ; la résistance R, lorsque lé mouvement du corps 
n’est ni très-lent, ni très-rapide, peut être regardée comme 
proportionnelle à la densité du milieu et au carré de la 
vitesse du mobile. On peut donc poser 

R = «BV 1 , 

p désignant la densité de l’air, n la vitesse du corps et a 
un coefficient que l’on peut déterminer pour le corps 
pesant considéré par une expérience. 

196. Si le corps est une sphère, en appelant D sa 
densité, r son rayon, on auTa 

R 3 b p(>* y p t* 1 

ni 4* Dr Dr 

Enfin, pour la même sphère et pour le même milieu, 


Fig. ;i . 
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y } p, I), r étant des constantes, on peut poser 

Dr __ k 2 R _ gv 7 

y p ~ g ’ ** 

La constante k désigne la vitessd que devrait avoir le 
mobile pour que la résistance de l'air fût précisément 
égale au poids du corps. 

197. Vitesse en fonction du temps : 


<< 


: A 


v‘= k 


Çi 

..h 


et 

k 


198. Espace en fonction dutemps : 

k'.i ( J -%) ' 

*=.-•* -\e* + e* */» 

•* * *• • ‘ » • ■ • * * 

199. Relation -entre l'espace parcouru et la vitesse : . 

r — — 1 k - 
1g k 7 — v 2 

. m . - ' 

200. Quand on suppose t très-grand, le mouvement 
devient sensiblemept uniforme. 

Le carré de la vitesse du mouvement uniforme vers 
lequel tend le mouvement varié est proportionnel a la 
densité du corps et au rayon de la sphère, et en raison 
inverse de la densité du milieu résistant. 

Le temps au bout duquel le mouvement devient senr 
siblemept uniforme est d’autant plus grand que la valeur 
de k est plus grande. 

201. Cas particulier ou la résistance du milieu 
devient nulle. — Celte hypothèse fait retrouver les lois 
de la chute des corps pesants dans le vide. 
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SEIZIEME LEÇON. 

V *. k * * 

SUITE DU MOUVEMENT DES CORPS PESANTS. 

• ' / 

202. MOUVEMENT d’un corps pesant lancé de bas en 
> > 

haut. — En conservant les mêmes notations, a étant la 

vitesse initiale du mobile, on a 

et a v 

—■ = arc tang — — arc tang -• 

n A a 

203. Vitesse en fonction du temps : 


et , , et 

a vos -, A sin -7- 


v = k- 


• s 1 ‘ , a 1 

fl SOI y -+- A COS y 


204- Espace parcouru au bout du temps t : •. 

V , /a . gt gt\ 

X = i r ‘i ï Sin T + eo, T)- 

205. Expression de x en fonction de 0 ; 


k'+a' . 

2 g k 1 -+- v 3 

206. Il y a un instant où le corps cesse de monter. 
Si 6 est le temps de l’ascension et h la hauteur la plus 
grande à laquelle parvient le mobile, on aura 

A a k 1 - k 3 -\-a 3 

9 = - arc tang -, A — — 1 — - — • 
g * *g A’ 

Parvenu à cette hauteur, le mobile commence à des- 
cendre, et si l’on appelle a ' la vitesse qu’il possède lors- 
qu'il est revenu au point de départ, on aura 

> • . • " 

. > ' ■ ah 


^a’ + A- 
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^07. Le -temps d ' de la chute du corps esl ' 

■ r=t i 1 1 ^+ 7 +* , 

g \ k — a g ■ k 

et si l’on nomme T le temps total que le mobile inet à 
.revenir à sa position initiale, on aura 

/ I • . , * 

_ k ( a \ J a ’ -+- k ‘ -f- «\ 

T=-^arc tang-+l j. 

208. Mouvement d’un corps pesant dans un milieu 
qui résiste comme la vitesse. — Quand le mobile pos- 
sède une très-petite vitesse, on peut regarder la résistance 
du milieu comme proportionnelle à cette vitesse. Si le 
corps descend, on a 

g 

209. Mouvement d’un corps dénué de pesanteur 
dans un milieu qui résiste comme la racine carrée 
de i.A vitesse, -r La résistance du milieu, seule force 

'-qui sollicite le mobile, étant a i/a, on aura 

’ N ■ • . ; ’ y. 


; . .. 

_1_W* . > v : 

3 . 3 ' ' ’ . * ' 

- ' ' . . . v " . 

210. Le mobile s’arrêtera après avoir parcouru un 

espace - , puis lé corps restera indéfiniment en repos. 

* t * * &. 

L’équation différentièlle admet une solution particulière 

qui s’applique aux cas où tz; \[a. 

% • . ’ . ' , , ) . ' * 

21 f. Chute d’un corps dans i.e vide en ayant égard 
a .la variation de la pesanteur. — Soit M un point 
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matériel pesant tombant dans le vide et placé d’abord à 
une assez grande distance de 
la surface de la terre; Soient 
OB. = r le rayon de la terre , g 
l’intensité de la pesanteur à la 
surface, AO — a la distance ini- 
tiale du point M, cniin AM==x 
l’espace parcouru dans le temps t ; on aura 

> 1 ■ 2 g r 3 x. 

' , , a • a ■ — x 

212. La vitesse augmente avec x si l’on pose 



AB = h, 


il vient 


i, = sfïg 


à la surface de la terre, elle est moindre que la, vitesse 
qu'aurait le mobile en tombant de la môme hauteur h, si 
la pesanteur était partout la même qu’à la surface. 

213, 214. Pour x — a, oh a v — oo . Donc si toute la 
masse du globe était réunie à son centre, la vitesse ac- 
quise par le mobile arrivant au centre serait infinie. 

La relation entre l’espace et lé temps est 


V- 




1 a — 2 x 

— ci arc cos • 

2 « 


Fig. 74. 


215. Menons Ay perpendiculaire à AO, et OD paral- 
lèle à Ay. Imaginons qu’une circonférence ayant AO pour 

diamètre roule sur OD, le 
point A de cette circon- 
férence engendrera une 
cycloïde AND. Le temps 
employé par le mobile à 
parcourir l’espace AM est 
proportionnel à l’ordonnée Correspondante de la cycloïde. 




V > 

c V 0 

X 

D 
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216. Cas particulier d’un corps placé a une petite 

DISTANCE DE LA SURFACE TERRESTRE. Les formules ([UC 

nous venons de trouver deviennent celles du mouvement 
uniformément accéléré. 


DIX-SEPTIEME LEÇON. 

DU MOUVEMENT RECTILIGNE UES POINTS ATTIRÉS OU REPOUSSÉS 
PAR DES CENTRES FIXES. 

217. Mouvement de deux points matériels qui s’at- 
tirent EN RAISON INVERSE DU CARRÉ DES DISTANCES. — Le 

centre de gravité des deux niasses se meut uniformé- 
ment. 

L’un des points se meut par rapport à l’autre comme 
s’il était attiré par une masse égale à ( ni -+- m') placée en 
un centre fixe. 

218. Mouvement d’un point attiré en raison di- 
recte de la distance. — Considérons un point matériel 

placé d’abord au point A où sa 
vitesse est Dulle et attiré par un 
centre fixe O, en raison directe 
de sa distance à ue dernier point, 
“que nous prendrons pour ori- 
gine. n* étant la mesure de l’at- 
traction exercée sur l’unité de masse du corps à l’unité 
ile distance, on a 

x—acosnt\ . p= — na sin rit. 

219. Lorsque le point mobile arrive en O, on a 





Le mobile fera une infinité d'oscillations loùtes égales 
entre elles- et de même durée, de A en A' et de A' en A. 
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220. Sur AA' comme diamètre décrivons une demi- 

circonférence. Menons MN perpendiculaire à AA'. ^ 

représentera le temps que le mobile emploie à aller du 
point M au point A. 

221. Mouvement d’.un point repoussé par ci» centre 

FIXE EN RAISON DIRECTE DE LA DISTANCE. Supposons 

qu’à l’origine du temps lé point matériel placé à une' 
Fig. 76. distance OA = a soit animé 

0 À x d’une vitesse dirigée vers le 

point O et représentée par • — nb. On a 


v ~ — n b 3 — a 7 , 

7 .x = {a b) e- nl -+- ( a — à)e“'. 


222. Cas particuliers : la vitesse ne peut jamais être 
nulle, si l’on a Dans ce cas le mobile atteindra 

l'origine lorsqu’on aura ’ 



^b 7 — à 1 

a H- b 


Le mobile dépassera le point O, et il se mouvra indéfi- 
niment vers la gauche. 

Si l’ou a h < a, la vitesse sera nulle lorsque l’on aura 


x = y'a’ — b', 

ce qui correspond à un point placé entre O et A, et celle 
circonstance arrivera à une époque donnée par 

^ 1 j ^ a 7 — b 7 

n a b 

Arrivé au point B, le mobile, repoussé par l’action du 
centre fixe, commencera à. se mouvoir vers la droite. 
Dans ce cas le mobile -ne passéra jamais par le point O. 
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Enfin si b == a, lés formules se simplifient, et l’on a 

■ • , i . x 

v =z — nx, x = iac~" t — — I -■ 

n a 

Le mobile approchera continuellement du point O, mais 
n’y arrivera jamais. 


DIX-HUITIEME LEÇON. 

DU MOUVEMENT CURVILIGNE ET DES FORCES QUI LE PRODUISENT. 

223. Projection d’un mouvement rectiligne et uni- 
forme sur un axe. — La projection du mobile sur un 
axe quelconque se meut d'un mouvement uniforme, 
mais dont la •vitesse p est liée à la -vitesse v par la for- 
mule 

^ . pzxv cos a. ■■ . ■ ' 

' • . * ■ * ,v> , ' 

Les vitesses p, q, r des projections sur les trois axes 

sont nommées les composantes de la vitesse du mobile 
sur ces axes. 

224. Lorsqu’on donnera le mouvement du point M, 
c’est-à-dire les valeurs de e, a, (i, y, les équations 

P cos a=xp, vcospzxq, vçosyzzr 

> * • * A . . . 

feront connaître les composantes p, q , r. Réciproquement 
ees composantes étant connues, on en déduira v, a, /3, y 
par les formules 


v = \/p ‘ -+- V/ J -+- r 1 , 

P ri J H r 

cos a — — » cos 8=-» cosy=-> 

v v \> 

Si l’on mène par le point O une droite représentant 
en grandeur et eu direction' la vitesse du mobile, les 
composantes de cette vitesse seront représentées en gran- 
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deur et en direction par les arêtes d’un parallélipipèdc 
dont la vitesse du mobile serait la diagonale. - ‘ 

. . *•* 

22o. Soient a, b, c les coordonnées du point A où se 
trouve le mobile à l'origine des temps, et soient x, y, z 
celles du point M où il se trouve au bout du temps /, le 
mouvement sera complètement représenté par les trois 
équations 

r = a+pi, 
y=b + f/t, 

z = c rt. • C 

226. Si les projections d’un point M sur trois axes 
Ox, Oy, Oz, se meuvent avec des vitesses constantes p, 
q, r, le mouvement du point M sera lui-méme rectiligne 
et uniforme. 

227. De la vitesse dans le mouvement curviligne. 
— Soit M (x, y, z) un point qui décrit dans l’espace 


Fi(j. 78. 



une ligne courbe CMD; Si au 
bout du temps t la force qui 
le sollicite cessait d’agir, le 
mobile prendrait, suivant une 
certaine droite MT, un mou- 
vement uniforme dont H» vi- 
tesse est la vitesse du mobile 


au point M, 


228. Le mouvement du point M est déterminé par 
trois équations 

x=f[t), 

au moyen desquelles on peut obtenir la vitesse du mobile 
en fonction du temps. 

Les composantes de la vitesse suivant les fixes s'ob- 
tiendront jen prenant les vitesses des projections silt cùS‘ 
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axes, el l’on aura, dans le cas des axes rectangulaires, 

dz. 


dx dy 

dt dt r 

' ds 

v = — , 
dt 


dt 


— V C05 7 , 


en désignant par .s -la longueur d’un arc comptée sur la 
trajectoire à partir d’un point fixe. Cette dernière for- 
mule conviendrait encore si les axes étaient obliques. 

229, 230. Quand la force qui agit sur le mobile est 
variable, les formules précédentes subsistent. 

,» * t , 

231 , 232, 233. Des forces qui produisent un mouve- 
ment donné. — La force qui produit le mouvement d’un 
point matériel dont la masse est m, étant représentée par 
P, et ses composantes par X, Y, Z, on a 


d'x 


dt 


r = x, 


d'y 

dt' 


: Y, 


dit _ 
m — — = Z. 
dC 


Ces ‘formules montrent que les projections du point 
mobile sur chaque -axe se meuvent comme des points 
matériels de môme masse sollicités uniquement par la 
composante de la force motrice suivant cet axe. Elles ne 
supposent pas les axes rectangulaires.’ 

234. Si X, Y, Z représentaient les composantes de la 
• force accélératrice, ou aurait plus simplement 

<*’•*_ v ^ rf ’ s _ 7 

dt » de - * ’ de 

235. Si les coordonnées x , y, z sont données en fonc- 

tion du temps, deux différentiations feront connaître les 
composantes de la vitesse et celles de la force accéléra- 
trice. . - ‘ 

230. Ordinairement on doit résoudre le problème in- 
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verse : X, Y, Z sont des fonctions connues de l, et il faut, 
pour connaître le mouvement du mobile, intégrer trois 
équations simultanées. 



DIX-NEUVIEME LEÇON. 

SUITE D'UN MOUVEMENT CURVILIGNE D’UN POINT MATÉRIEL. 

237. POINT ASSUJETTI A SE MOUVOIR SUR UNE COURBE 
donnée. — Considérons un point assujetti à se mouvoir 
F j c _ , 8l sur une ligne courbe donnée 

AMR et sollicilé par la force P. 
La courbe donnée ou le lien qui 
force le point matériel à rester 
sur cette courbe exerce sur lui 
une certaine action qu’on appelle la résistance de la 
courbe, et le point exerce sur la courbe une réaction ou 
pression égale et contraire. 

Celle action ou résistance de la courbe pëut être dé- 
composée en deux forces , l’une dirigée suivant la tan- 
gente à la courbe,, en sens contraire du mouvement, 
qu’on appelle le frottement, l'autre perpendiculaire à la 
- tangente ou normale à la courbe. S’il n’y a pas de frotte- 
ment, l’action N de la courbe sur le mobile est alors 
dirigée suivant une normale. En désignant par X, p, v 
les angles que la direction de la force normale N fait avec 
les axes rectangulaires, les équations du mouvement du 
point matériel seront 

d* x *• - 

m = X -+- N cos \ , 

ilt 1 


d’y 

du 

il'z 


m sY + N cos p , 


m -7— = Z 4- N cos v. 
al- . 
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238. Si le point matériel est assujetti à demeurer sur 
une surface donnée, on aura les mêmes équations, N dé- 
signant la résistance de la surface. 

239. Mouvement des projectiles dans le vide. — 
Soit A le point de départ d’un point matériel pesant^ 

lancé avec une vitesse a dans 
la direction AI. Prenons deux 
axes, l’un A y vertical et di- 
rigé en sens inverse de la 
pesanteur, l’autre horizontal 
A a?, mené dans le plan IA y. 
Les équations différentielles 
du mouvement se réduiront aux suivantes : 


Fig. 82. 



fi 7 x d*y 

~dP ~~ 0 ’ FF e ' 

* * t • 

210. L’intégration donne 

, . - ' . gt 1 

x—atr osa, X — at Sln a — — • 


La projection du point mobile sur l’axe Ox se meut d’un 
mouvement uniforme dont la vitesse est a cos a. La pro- 
jection sur l’axe Ojy se meut d’un mouvement unifor- 
mément retardé, comme ferait un mobile lancé de bas 
en haut avec une vitesse initiale égale à .asina. 

241. On trouve 

= a 7 — 2 gy. ï 


242. La courbe que décrit le mobile a pour équation, 
si l’on pose, pour simplifier, a’ = 2 gh , 


y— x tang a 


x 1 

4 4 cos 5 a 


Cette trajectoire est une parabole , dont l'axe est ver- 
tical. . , ■ s , 

■ / * . t 
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243. Les coordonnées du sonunet sont 

AE = 2 A sina cosa, EC = Asin J a. 

! ■ « ' 

244. On a 

AB = 4 A sin a cosa . 

La longueur AB est ce qu’on appelle l’ amplitude du jet. 
lu' amplitude du jet a sa plus grande valeur quand 
a. = 45°, la vitesse initiale restant la même. 

24o. L’angle « sous lequel il faut lancer un projectile 
du point A , pour qu’il atteigne un point donné (X, Y), 
est donné par la formule 

tanga= — 4 AY — X*. - 

Si l’on a 

4 A» — 4AY— X’>o, 

le projectile pourra être lancé dans deux directions dif- 
férentes pour atteindre le point M. Si l’on a 

4A ! — 4/<Y — X’=o, - 

il n’existe plus qu’une seule direction donnée, et enfin le 
problème est impossible quand on a 

• 4A’— 4AY — X J <o: 

‘ * , r * 

246. La courbe dont l’équation est 

T * • * 

x* = 4A(A- r ) 

est une parabole L'HL, dont l’axe est dirigé suivant A y, 
et dont le sommet H est situé à la hauteur AH = h. Quand 
le point que l’on veut atteindre est dans l’intérieur de 
cette parabole, le mobile peut être lancé suivant deux 
directions différentes; il n’y a plus qu’une seule direc- 
tion convenable, si le point est sur la parabole même; 
enfin quand ce point est hors de la courbe, le problème 
n’est plus possible. 
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Si, laissant l’intensité de la vitesse initiale con- 


Fig. ftt. 


stante et égale à a, on lait 
varier sa direction, ou ob- 
tiendra une infinité de para- 
boles ACB, AC'B',.... Toutes 
ces paraboles ont pour di- 
rectrice commune l’horizon- 
tale HL menée à la hauteur 
AH — h. Les foyers de toutes 
les paraboles sont sur une circonférence décrite du point 
A comme centre avec AH== h pour rayon. Les sommets 
C, C', etc., sont sur une ellipse. 



248, L’enveloppe de toutes les paraboles du numéro 
précédent est la parabole HLM , lieu des points que le 
projectile ne peut atteindre que dans une seule direction. 


. , VINGTIÈME LEÇON. 

DES COMPOSANTES DF. l.A FORCE MOTRICE. '' 

249. Décomposition de la force motrice en force 
tangentielle et force centripète. — Dans le mouve- 
ment d’un point en ligne courbe, la force motrice se dé- 
compose à chaque instant en deux forces : l’une, dirigée 
suivant la tangente, est nommée la force tangentielle } 
l’autre, dirigée suivant le rayon de courbure, se nomme 
la force centripète . En désignant la première par T, la 
deuxième par Q, on aura 



Le plan qui passe par la force motrice et par la tangente 
est le plan osculateur’au point M. 

*» • ‘ * A , 

250. Quand le point matériel est sollicité par plusieurs 


20 . 
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forces dont P est la résultante, on peut décomposer cha- 
cune des premières forces en deux autres dirigées l’une 
suivant la tangente et l’autre perpendiculairement à cette 
tangente. Une force normale à la trajectoire n’influera 
pas sur l’accélération du mobile. Une force dirigée Sui- 
vant la tangente ne tendra pas à changer la direction du 
..mobile. 

r ' > . * # * 

251. Point assujetti a se mouvoir sur une courbe 
donnée. Force centrifuge. — Un point M qui n’est 
actuellement sollicité par aucune force et qui ne se meut 
qu’en vertu de sa vitesse acquise, étant assujetti à de- 
meurer sur la courbe AMB, parcourt sur la trajectoire 
des espaces égaux en temps égaux. 

La pression exercée par le mobile M sur ta courbe ou 
sur le lien qui l’oblige à parcourir cette courbe, est égale 

à — • Cette force, égale et contraire, à la force centri- 

P ... • . ’ 

pète, est ce qu’on appelle la force centrifugé. 

252. Supposons en second lieu que le point M soit 
sollicité par une certaine force 
motrice P. Soit N une force égale 
et contraire à la pression que le 
point M exerce sur la courbe, 
Décomposons la force P en deux 
autres T et Q, la première diri- 
gée suivant la tangente, et' la 

seconde située dans le plan normal de la courbe. Soit F 
la résultante des deux forces Q et N, situées toutes les 
deux dans le plan normal. La force F agira suivant le 
rayon de courbure, et l’on aura . ' 



La force F, dirigée suivant le rayon du cercle osculateur 
• et qui agit à chaque instant pour empêcher le mobile de 
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s'écarter de la courbe suivant la tangente, est la force 
centripète. Une force F', égale et contraire à la force F, 
qui la détruit à chaque instant, est appelée la force cen- 
trifuge. La force N s’ohtiendra en cherchant la résul-, ■ 
tante des deux forces Q et F'. On aura 

F : Q = sin QMN : sin FMN , 

ce qui donne la position de MM. 

253. Si la force motrice était normale à la courbe, le 
mouvement serait uniforme. 

Si la force motrice était dirigée suivant la tangente à la 
courbe, la force N se confondrait avec la force centripète 
et la pression exercée sur la courbe par le mobile avec la 
force centrifuge F'. 

254. Mouvement d'un point sur une surface. — 1 • 
Soit AMB ( fg . 85) la courbe que le mobile décrit. On 
peut faire abstraction de la surface, pourvu que l’on 
joigne à la force motrice P une force N, égale et cou- - , 
traire à la pression que le mobile exerce sur la surface. 
Décomposons encore la force P en deux autres T et Q, 
l’une tangente et l’autre normale à la trajectoire AMB. 
Les deux forces Q et N normales à la trajectoire se com- 
posent en une seule F dirigée suivant le rayon du cercle 
osculatcur de la trajectoire au point M, et l’on a 

*’ dv mv* " 

. • v , »' -j = T, , —F» .. ' . • 

dt >o . ■ 

on aura aussi - ' ■ 

F : Q = sin QMN : sin FMN , 

ce qui détermine la position de MF ou du plan osculateür 
quand on connaît r», p, Q et l’angle QMN. 

>Qn a la pression exercée par le point mobile sur la. 
surface, en cherchant la résultante égale et contraire à N, 
de la forçe Q et d’une force F', égale et contraire à F. 

255. Si la force motrice était nulle, on aurait ron- 


’ ' . : <V 
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stante, et N serait à la fois la mesure de la force centri- 
pète et de la force centrifuge. 

Si la force P était dirigée suivant la tangente à la tra- 
jectoire, la résistance de la surface serait la force centri- 
pète. Darfs ce cas, le plan osculateur contient la normale 
à la surface, et la trajectoire est la ligne la plus courte 
que lion puisse tracer sur la surface entre deux quel- 
conques de ses points. 

256. Autre manière d’obtenir les résultats précé- 
dents. — Huyghens trouve les composantes de la force 
motrice en considérant cette force comme constante pen- 
dant un temps infiniment petit, et le mouvement comme 
s’effectuant sur le cercle osculateur. 

257. Remarques sur la force centrifuge. — Quand 
un corps solide tourne uniformément autour d’un axe 
fixe, chaque point de ce corps possède une force centri- 
fuge particulière F. En appelant T le temps d’une révo- 
lution entière et p le rayon du cercle, on a 


Y — m 


4 ”~ p 

T» 


Les forces centrifuges des différents points sont donc pro- 
portionnelles à leur distance à l’axe. 

258. Ces remarques sont applicables à la terre. Consi- 
dérons d’abord un point M situé 
sur l’équateur. Appelons G l’in- 
tensité de l’attraçtion de la terre 
sur l’unité de masse au point M, 
F la force centrifugcdu point M, 
rapportée à l’unité de masse;, 
enfin g le poids apparent de l’u- 
nité de masse ou la pression sur l’appui qui soutient la 
masse m\ on aura. à peu près y 

. . • “ ~S' y ~ v . : ' ■ 
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Donc la pesanteur à l’équateur est diminuée d’environ 
sa 389 e partie. Si le mouvement de rotation devenait 
17 fois plus rapide, la pesanteur serait à peu près nulle' 
à l’équateur. 

259. Supposons maintenant le point M placé sur un 
Certain parallèle. Soient X la latitude du point M, G l'in- 
tensité de la pesanteur en ce point; ou a à peu près 


et plus exactement 


/ cos : X\ 

= o(i-— V 
\ 2 °o ! 


VINGT El' UNIÈME LEÇON. 

DES FORCES VIVES HT DU TRAVAIL DANS LE MOUVEMENT o’iiN 
POINT MATERIEL. 

260 , 261. Différentielle dé la force Vive. • — 
P désignant la force motrice qui sollicite un mobile M 
et X, Y, Z ses composantes, on a 

- d.mv' = 2 (X<£r -f- Y djr -j- Zdz). 

262. La quantité mv* ou le produit de la niasse d’un 
mobile par le carré de sa vitesse est ce qu’on appelle la 
force vive du mobile. 

263. Autres formes de Xrlx -f- Y(iy -f- Zdz. — Soit 

Fig. 90. “ l’angle PMT que la force motrice 

| P P fait avec la tangente. On a 

■ * //t X dx -+- Y dy -+- Z dz = P cos *1 ds. 

\y y Si l’on décompose la force P en une 

* force tangentielle T et une force 

normale Q, on a 

X dr +Yrfv + Z rfc = S ds: • . 
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Enfin, si l’on appelle dp la projection MI de l’arc 
MH = ds sur la direction de la force motrice, on a 

\dx Y dy -+- Z dz = P dp. 

264. Définition du travail. — Le produit T ds que 
l’on obtient en multipliant la composante tangentielle 
de la force P par l’élément de l’arc parcouru dans l’in- 
stant dt se nomme travail élémentaire ou élément de 
travail de celte force. L’élément de travail est considéré 

t . . * 

comme positif lorsque la force tangentielle agit dans le 
sens du mouvement, et comme négatif dans le cas con- 
traire, ou, ce qui revient au même, suivant que l’angle w 
est aigu ou obtus. Le signe du travail élémentaire sera 
donné par l’expression P cos w ds, en considérant P et ds 
comme positifs. , -, 

Le travail élémentaire est égal au produit de la force 
par la projection de l'élément du chemin parcouru sur 
la direction de cette force. 

265. Le travail élémentaire de la résultante de plu- 
sieurs forces est égal à la somme algébrique des travaux 
élémentaires de ces forces. 

266. On nomme travail total d’une force P pour un 

chemin déterminé AB l’intégrale j 'Fds, prise entre les 

limites qui correspondent aux extrémités de l’arc par- 
couru. Les forces normales à la trajectoire n’influent pas 
sur le travail total. 

267. Relation entre le travail et la force vive. 
— • L’accroissement de force vive d’un mobile, lorsqu’il 
passe d’une position à une autre, est égal au double du 
travail de la force motrice. 

268. Si la force P est la résultante de plusieurs forces 
-P, , P,,. . ... dont les composantes tangentielles sont T, , 
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Ts, T,,'. . on aura 

fflc’ — mi 2 x 2 T 2 ds ■+-. . . 

On appelle forces mouvantes celles qui font un angle 

aigu avec la tangente, et forces résistantes celles qui font 

un angle obtus et dont l’effet est de retenir le mobile 

dans son mouvement sur la courbe. 

L’accroissentent de force vive d’un mobile, lorsqu’il 

passe d’une position à une autre, est égal au double de 

l'excès du travail des forces mouvantes sur le travail 
** ■* 

des forces résistantes . 

> ■ 

209. Conséquences du principe des forces vives. — 
Quand le mobile n’est sollicité par aucune force ou qu’il 
l’est seulement par des forces toujours normales à la tra- 
jectoire, le mouvement est, uniforme. 

270. Lorsque X.dx -f- Y dy H- Z dz est la différentielle 
exacte d’une fonction f(x, y, z) de trois coordonnées 
x\ y, z considérées comme des variables indépendantes, 
l’accroissement, de force vive, lorsque le mobile passe 
de la position (a, b , c) à la position ( x , y , z ), ne dépend 
pas de la trajectoire dans l’intervalle, ni du temps qui s’est 
écoulé entre les deux positions extrêmes, mais seulement 
des coordonnées de ces deux positions. 

271. Plus généralement, si l’on imagine les deux sur- 
laces 

/(*»>» *) = <?> /(*,/, *) = C", 

, ’ * ' < ' * ; * * f ' ’ ‘ * _ ■ * 

et que le'mobile rencontre la première au point (a, b , cj 
et la seconde au point ( x , y, z), l’accroissement de forcp 
vive est constant et indépendant de la forme de la trajec- 
toire entre les deux surfaces, des points où cette courbe 
rencontre ces deux, surfaces et du temps qui s’est écoulé. 

On trouve un résultat de ce genre dans le mouvement 
d'un mobile sollicité seulement par la pesanteur. 
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272. L’équaliou , , 

/(•®»r»*) — c 

Fi 6- 9'- représente une infinité de sur- 

\*' - 1 faces différentes, passant par 

les divers points de la trajec- 
toire AMB. Si LMU est l’une 
de ces surfaces, la force mo- 
trice P au point M lui est nor- 
male. - - \ , v •- , 

273. Cas ou il y a une résistance. — Quand un 
mobile éprouve un frottement ou se meut dans un milieu 
résistant, l’expression X.dx-hY dy-yZdz n’est plus une 
différentielle exacte. 

27-i. Dans ce cas, si le point se meut sur une courbe 
connue, il faudra prendre l’équation 



dv 

m — =T 
dt 


ou 


d'x 

m — — = T, 
dt' ’ 


T désignant la composante de la force motrice (y compris 
les résistances) suivant la tangente. Au moyen des équa- 
tions de la courbe on pourra exprimer T en fonction de s, 
et alors la détermination du mouvement sera ramenée à 
l’intégration d’une équation différentielle du second or- 
• dre, tandis que si Xdx -(- Y dy Idz était une différen- 
tielle exacte, on n’aurait à intégrer qu'une équation dif- 
férentielle du premier ordre. 

273, 276. Cas od -lé mobile est sollicité par des 
forces dirigées vers des centres fixes. — L’ expres- 
sion Xdx ■+■ Ydy -f-Z dz est toujours une différentielle 
exacte, quand un point matériel est sollicité par des forces 
dirigées vers des centres fixes et dont les intensités sont 
des fonctions des distances du mobile à ces différents 
centres. Supposons qu’une force dirigée vers le centre 
fixe K<(«;,/, g) repousse un point M (a.'.j g), avec une 
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énergie R, fonction seulement de la distance MK. = r. La 
partie de H.dx -|- Ydy -f- 7jdz 
provenant de cette force sera 
Rr/r. 

Si le mobile est sollicité par 
un certain nombre de forces R, 
R', R", . . . , dirigées à chaque 
instant vers des centres fixes K, 

d.mv'^ 2 (±Rrfr±R'</r'. . ..), 

et chaque terme du second membre étant une différen- 
tielle exacte, il en sera de même de leur somme. 

La même conséquence aura lieu si l’un des centres 
s’éloigne à l’infini, c’est-à-dire si la force correspondante 
est perpendiculaire à un plan donné et fonction de la 
distance du point à ce plan. 



V INGT-DEUXIÈMÈ LEÇON... -, 

mouvement d’un point pesant sua une Courbe. 

, PENDULE SIMPLE. 1 

277. Mouvement d'un point pesant sur «ne courbe. 

- Lorsqu’un point pesant se meut sur uue courbe don- 
née A MA', si le mobile part du 
point A sans vitesse, la vitesse 
acquise par le mobile au point 
M sera la même que s’il était 
tombé librement de la hauteur 
HP. / " 

Si B est le point le plus bas 
de la courbe, le mobile aura la plus grande vitesse en 
ce point. Parvenu là, il continuera sa route en vertu de 
la vitesse acquise, et s’élevant sur la partie BC avec une 



c- J 
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vitesse décroissante, il s’arrêtera au point A', pour lequel 
z = h. Mais aussitôt, sollicité par la pesanteur, il des- 
cendra de nouveau sur la courbe pour revenir au point 
A, et il parcourra continuellement le même arc AI3A', 
tantôt dans un sens, tantôt dans un autre. 

278, Le temps employé par le mobile pour parcourir 
l’arc AM est le même, soit qu’il descende, soit qu’il 
monte. Les oscillations du mobile sont isochrones. 

279. Cas ou le mobile a une vitesse initiale. — Si 
au point A, pour lequel z — h , le mobile a une vitesse A, 
le mobile s’élève sur l’arc BCO plus haut que le point A'. 

Prenons pour origine des coordonnées le point O le 
plus élevé de la courbe. Nous aurons trois cas à exa- 
miner. 

Premier cas : A* < 2 g/i. — Le mobile s’élèvera jus- 
qu’à un point C plus haut que A' et qui sera déterminé 
par l’équation ; . . 

•xgh — k 1 


01 = 




En ce point C la vitesse sera nulle; le mobile s’arrêtera 
pour revenir sur l’arc CBC' jusqu’au point C' situé à 
la même hauteur que C, et il fera une infinité d’oseilla*- 
tions isochrones. 


Deuxième cas : k\^> \Ji g/i . — Le mobile reviendra 
au point O avec la vitesseVA* — ^g/'i dépassera ce point 
et parcourra la courbe une infinité de fois, toujours dans 
le même sens. » 

Troisième cas : k = y/ 2 g h . — Le mobile ne s’arrêtera 
qu’au point O, mais il lui faudra un temps infini pour 
arriver à ce point. 

280. Pendule. — Equation du mouvement. — Ou 
appelle pendule un corps solide pesant qui peut osciller 
autourd’un axe horizontal. Un point matériel suspendu 
à l’extrémité d’une tige ou d’un fil inextensible et sans 
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masse et dont l’autre extrémité est fixe, forme un pen- 
dule simple. 

Plaçons l’origine des coordonnées au point de suspens 
sion G ; prenons l’axe des z ver- 
tical et dirigé dans le sens de la 
pesanteur. Soit AOz = a. L’é- 
quation dü mouvement sera 





ad 0 


V/A’ + 2 ga ( cos 0 — cos a) 


281. Cas oui/équatioi» peut s’iktêgber. — On peut 
intégrer l’équation précédente dans le cas où la vitesse 
du mobile au point A est celle qu’il acquiert en descen- 
dant sans vitesse initiale du point C te plus haut du 
1 cercle. 

L’équation se réduit à 


dt- r — 


ad 6 


sjiga (i 4- cos0) 


On a 




ilC 0 \ . 


tang 


(H) 


formule qui donne le temps que le mobile emploie à 
parcourir l’arc AM , dans l’hypothèse où il serait parti 
du point C, sans vitesse initiale; 

Il faut un temps infini au mobile pour remonter jus- 
qu’au point C. 

282. Cas des petites oscillatiows. — Ensupposant 
nulle la vitesse du mobile àu point A, la formule (280) 
se réduit à . 




r/0 


o 2 eos 0 — 2 cos a 
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En négligeant la quatrième puissance de 9 et de a, on 


trouve 


■ arc cos ■ 


-s/r 
, . o= * ac ° s (VO’ . 

383. La durée T de la première oscillation est 

T==*l/-. 

' ' S . 
Elle est indépendante de son amplitude, pourvu que 
celle-ci soit très-petite. 

284. Les résultats précédents s’étendent aux oscilla- 
tions d’un point pesant, écarté très-peu de la verticale et 

p iB g6 assujetti à se mouvoir sur une 

courbe dont le plan osculateur 
au point le plus bas B est ver- 
tical., .La durée commune de 

chaque oscillation sera n ^ > p étant le rayon du cercle 

osculateur au point B. 

285. Si le plan oseulateur de la courbe au point B le 


F>e- 97- 



plus bas fait un angle i avec 
le plan horizontal ZV, on aura 
le temps d’une oscillation par 
la formule 


V 


286. Pour apprécier la durée exacte d’une oscillation, 
on compte le nombre n des oscillations pendant un 
temps r, et l’on a 


T = — • 
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287. La position du mobile et sa vitesse redeviennent 
les mêmes après la durée d’une double oscillation. A des 
intervalles de temps qui di Aèrent d’une oscillation, le 
pendule fait des angles égaux avec la verticale du point 
de suspension, mais de côtés différents, et ses vitesses, 
dans ces positions, sont égales et désignés contraires. 


VINGT-TROISIEME LEÇON. 

SUITE DE LA THÉORIE DU PENDULE SIMPLE. 

288. Autre méthode. — Les mêmes notations étant 
' conservées, on a 

d*6 s . 

— + 2.sm6 = o, 
dp a 


dt- 


:_K V *g 


dd 


\!o. CQS 6 — ?. cos a 


Soient 


x = i — cos S, b = i — cosa; 


on en déduit 




dx 


V tbx-x'yj I-Î 


289 à 291. Développement en série. 


-*\/1 


J' 
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292 , 293. Pejidule cycloïdal. — Soit A le point tfe 
Fijj. ino. départ du mobile 

où nous suppose- 
rons sa vitesse nulle, 
et soit M(ar, y) sa 
position à une épo- 
c que quelcoiique t. 
Soit a le diamètre 
BD du cercle géné- 
rateur. En appelant 
'b le rayon de cour- 
bure BR = a BD de la cyeloïde au point B, on a 

*’= V'agl* — *), 



La durée des oscillations est rigoureusement indépen- 
dante de leur amplitude, et différents mobiles, partis au 
même instant, sans vitesse initiale, de divers points de 
cette courbe, atteindraient au même instant le point le 
plus bas. 

29d, Construisons la développée de la cyeloïde, com- 
posée des deux moitiés KC et RC' d’une cyeloïde égale 
à la première. Supposons qu’un point pesant soit attaché 
à l’extrémité d’un fil lié par son autre extrémité au point 
R. Si le mobile, dans une de ses positions, se trouve sur 
la cyeloïde CBC', ce point décrira la cyeloïde CBC'. 
Toutes les oscillations devront s’effectuer dans un même 

temps égal à w 

295, 29(3. Taltochrone. — On appelle tautochrone 
toute ligne courbe sur laquelle un point pesant abandonné 
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gans vitesse initiale d'un point quelconque de celte courbe 
parvient dans le même temps au point le plus bas. i.a 
cycloïde est la seule courbe lautochrone dans le vide. 

297. Pendule dans un milieu résistant. — En dési- 
gnant par R la résistance du milieu, l’équation du mou- 
vement sera 

d's : 

— gsm « — R, 


En posant y — y î— on aura 

t ^ 

7 Y g 

Les oscillations sont isochrones comme dans le vide, et 
leur durée est augmentée dans le. rapport de i à y. Les 
amplitudes successives forment une progression géomé-- 
trique décroissante. 

298, Lorsque Je mouvement a lieu sur une cycloïde, 
toutes les oscillations se font rigoureusement dans le même, 
temps, et cette courbe, est encore isochrone dans un mi- 
lieu qui résiste proportionnellement à la vitesse. 


VINGT-QU ATR I ÈME LEÇON . 

- • * ’ t 

DES FORCES CF.NJRÀJ.ES ET BU MOUVEMENT DES PLANÈTES. 

‘ ’ k ‘ 

299, 300. Forces centrales. — Principe des aires. — 
Soit M un point mobile sollicité à chaque instant par une 
I. . . ai 


N 
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force dont la direction passe constamment par un même 
point. La trajectoire est une courbe plane. 

Le secteur engendré pur le mouvement de la projec- 
tion du rayon vecteur sur un plan quelconque est pro- 
portionnel au temps. 

301; Réciproquement, si la trajectoire d'un point mo- 
bile est plane et telle, que les aires engendrées par le rayOn 
• veeteur, partant.de l’origine des coordonnées, soient pro- 
portionnelles aux temps, la force motrice passera con- 
stamment par l’origine des coordonnées. * 

302. Expression de la \ itesse en coordonnées po- 


laires. 


de* ■ 4- rd 6 : 

dï 


303. Composâmes de la vitèsse au point M, suivant 
OM et suivant une perpendiculaire à OM ; , 





306. Expressions indépendantes du temps des coiqpo- . 
sanies de la vitesse suivant OM et suivant une perpendi- 
culaire à cette droite. 


cd- 

»coso = — — -, l’sin Æ = - ■ 

de ■' • - « r 
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r La vitesse en un point de la, courbe est eii raison 
inverse de la perpendiculaire abaissée du point O sur la 
tangente à la trajectoire , au point considéré. 

30*7. Expression dé la force accélératrice en fonc- 
tion des coordonnées du point mobile. 


-si 



308. Lois de K-épler. — i°. Les trajectoires de toutes 

les planètes sont des courbes planes, et pour chacune 
d'elles Faire engendrée par le rayon 'Vecteur parti du 
soleil et aboutissant à la planète est proportionnelle au 
temps. . - 

2 °. Ces courbes sont des ellipses dont l‘un des foyers 
est au soleil. ' 

3°. Les carrés des temps employés par les différentes 
planètes pour accomplir une de leurs révolutions sont 
entre eux comme les cubes des grands axes de ces 
ellipses. . ■ ■ > ■ • ■ ■ 

Ces lois se .rapportent au centre de gravité de chaque 
planète, ainsi qu’à celui du soleil. 

309. Conséquences des lois de Kêpler. — La force 
motrice qui sollicite uqe planète est constamment diri- 
gée vers le centre du soleil ; celte force est attractive. - 


340, 311. 


R 




a (i — e>) 


La force R est en raison inverse du carré de la dis- 
tance du centre de gravité de la planète à celui du 
soleil. ia — legraïul axe de l’ellipse; e — l'excentricité. 

La constante c représente le double de l’espace par- 
couru par le rayon vecteur,, dans l’uuité de temps. 
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312. Si l'ou appelle.’!' le temps de la révolution com- 
plète de la planète considérée, on a 

' a ' 

f* = 4 . . 

. i 1 • . . . 

La force accélératrice rapportée à l imité de distance 
est la même pour toutes les planètes. 


VINGT-CINQUIÈME LEÇON. 

SUITE Dl MOU V EU EST DES PLANÈTES. 


• f 


313, 314. Mouvement d’un point attiré par un cen- 

' THE FIXE EN RAisON INVERSE DU CARRÉ DE LA DISTANCE. 

. La trajectoire est plane et située dans le plan qui passe 
par le point lixe et par la direction de la vitesse initiale. 

La constante c représentant le produit de la vitesse du 
mobile par la perpendiculaire abaissée du point' fixe sur 
la tangente, à l’origine du temps, et b la valeur de 

— F*, à 1 origine du temps, on a 


2 u. 

b y 

r 


r, ■(<) 


2 U 
r 


b. 


31'). Equation de la trajectoire : 


(T 


v- 


bc 7 > 

— cos (© — w) 


La courbe est une ellipse, une parabole ><i\i une hyper- 
bote, suivant qu’à une époque quelconque du mouvement 
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2tt 2 a 

P 7 <" — , P 7 = — 1 

r »• 




‘Différents mobiles, lancés successivement du même 
point de l’espace, avec des vitesses égales, mais de di- 
rections différentes, parcourraient tous des courbes de 
même espèce. . . ■ ■ 

316. Cas ou la courbe est une ellipse. — En appe- 
lant 2 a le grand axe et e l’excentricité, on a 


/ bc 7 [i 

a =C. 


317. 


' . 2 fJt 

. r. 


b-. 


en posant « = — —■> on a 

o \tt 


■K ». 


Ut = U 


On compte le temps à partir du moment où la planète est 
à son périhélie. 

318. Sur BA comme diamètre décrivons une circonfé- 
rence de cercle. Soient M la 
position actuelle du mobile et C 
le centre de l’ellipse. Prolon- 
geons l’ordonnée MP jusqu’au 
point K. où elle rencontre la cir- 
conférence. L’angle KCA = u. 

1 L’angle u est appelé Yanomalie 
excentrique de la planète, tandis que l’angle MO A —d — w 
se nomme Y anomalie vraie. 

319. Equation entre' l’anomalie vraie et l’anomalie 

excentrique : . ■ 

I r / I -i -C I 

, ang-(0-«J=l/ ^r 7 lan g-"- 
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320. Durée de la révolution entière de la planète ; 


, T •>■ - f‘ v' « 


V f* 

• i - * . ' 

Force accélératrice, à l'unité de distance, commune à 
toutes les planètes : 

Liz'a 3 ' •,» 

■ f* pj * . . 

Il est bon d’observer que l’excentricité de toutes les 
orbites planétaires eât très-petite, car- pour la planète 

Mars, dont l'excentricité est la plus grande, on a e=,4— 

bu 

321. Cas d’une ORBITE CIECULtlRE OU PRESQUE CIR- 
CULAIRE. — L’ellipse peut se réduire à un cercle. Daus 

• ce câs, le carré de la vitesse est constant. La force accé- 
lératricë est aussi constante et égale à la force centripète. 

322. Quand le nombre e est très-petit, on peut déter- 
miner approximativement l’anomalie excentrique n, le" 
rayon vecteur r et l’anomalie vraie 0 — o>, en fonction du 
temps t. On a, en négligeant le carré de l'excentricité, 


h = ni -+- esin {«/), 
r — a [ i — e cos ( nt )], 


b> 


= nt -4- 2 «sin {nt). 


J-'ig. 107. 


323. A MA’ étant l’orbite d'un planète, décrivons du , 
point O comme centre, avec un 
rayon arbitraire On, une cir- 
conférence de cercle. Imaginons 
maintenant qu’un mobile quel- 
conque m sc meuve sur cette 
circonférence avec yne vitesse 
constante, de telle sorte que ce 
mobile et la planète sc. trouvent aji mente instant en a 
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et en A sur le grand axe de l’ellipse, et qu’ils accom- 
plissent tous deux une révolution entière dans le même 
temps. Dans la première moitié du mouvement de A en 
A', le rayon vecteur OM précédera O m, et l’inverse aura 
lieu dans la seconde période du mouvement simultané 
de ces deux corps dans l’espace. . > 

I / • . * 

3241 Cas d’une parabole. 


c 

• (* . 


cos (6 — «) 


b = o , p = - * 
u 


t =: J’ -- Ç T tang'- ( 9 — ta-) - tang’ - f 0 — m) 1 • 

2 \/ fi I 3 . ' 3 2 J ' > 


J T 


VINGT-SIXIEME LEÇON. 

ATTRACTION universelle et MASSE DES PLANÈTES. 

’ . 1 ‘ • /C 

325.. Lois de l’attraction universelle. — Toutes 
les planètes sont constamment sollicitées par une force 
qui passe à chaque instant par le centre du soleil et qui 
varie, pour chaque planète, en raison inverse du carré de 
la distance, de son centre de gravité à celui du soleil. Les 
satellites d’une planète sont attirés par une force passant 
constamment par le centre de celle-ci et variant en rai- 
son inverse du carré de la distance du centre de gravité 
du satellite à celui de la planète. 

326. Réciproquement, les planètes attirent le soleil. 

327. Deux molécules matérielles quelconques s’at- 
tirent, en raison directe de leurs masses et en raison 
inverse du cabré de leur distance. 
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328. Vérification de i.a loi de l’ attraction. — 
O' «tant Je centre Je la lune et 
O celui de la terre, la pesanteur 
diminuée dans le rapport du 
carré de la distance 00' au 
carré de OA est la force motrice 
de notre satellite, à chaque in- 
stant. 

329. Mouvement absolu et relatif de deux corps 
. qui s’attirent. — Si le soleil et une planète n’avaient 

aucune vitesse initiale, ils viendraient se réunir sur la 
droite qui joint leurs centres au centre de gravité du 
système de ces deux corps, lequel point partage cette 
droite en deux parties réciproquement proportionnelles 
à leurs masses. 

330. 331. Si l’on veut obtenir le mouvement apparent 
d’une planète pour un observateur placé à la surface du 
soleil, il faudra supposer appliquée au centre de gravité 
du soleil une force égale et contraire à celle qui le fait! 
mouvoir dans l’espace-, en même temps il faudra aussi 
regarder une force égale et parallèle comme appliquée au 
centre de gravité de la planète. 


Fig. 108. 



332. Si M et m sont les masses du soleil et de la pla- 
nète et r leur distance, la force accélératrice qui pro- 
duirait le mouvement apparent de la planète autour du 

soleil supposé fixe est ^ ■ La trajectoire appa- 

rente de la planète est une section conique et par suite 
une ellipse. 

333. Le rapport ^ n’est réellement pas constant pour 

toutes les planètes. Toutefois, comme l’observation dé- 
montre que la troisième loi de Képler est extrêmement 
approchée, on doit en conclure que-les masses des pla- 
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329 

nètes sont très-petites, comparées à celle du soleil. La 
masse de Jupiter, la plus considérable de toutes les pla- 
nètes, n'est pas — — - de celle du soleil. 

1 1000 

Le mouvement elliptique n’est pas non plus rigou- 
reusement celui des planètes autour du soleil. 

334. Masses des planètes accompagnées de satel- 
lites. — Soient M, m et m' les masses respectives du so- 
leil, de la planète et du satellite de cette dernière; soient 
a le demi grand axe de l’orbite de la planète dans son 
mouvement relatif autour du soleil, et T la durée d’une 
révolution complète; et soient a' et T' les données ana- 
logues, répondant au mouvement apparent du satellite 
autour de la planète. On aura 

m .4- m' _ a’’ T 1 
M -t- m ~ ' V‘‘ 

on peut négliger m' devant m, et m devant M; d’où 
résulte 

m _ a' s T’ 

M ~ ô 7 ' T 7 » ’ 


formule qui peut servir à calculer le rapport de la masse 
de la planète à celle du soleil. 

33o. Masse de la terre. — Soit m la masse de la 
terre. Il existe un certain parallèle sur lequel l’attraction / 

terrestre a pour mesure ■ De plus la composante ver- 
ticale de la force centrifuge a pour mesure sur le même 
parallèle une fraction C °^ * =■ ^ -L- de la gravité. Il faut 

20() j 20^ 

ajouter cette composante à g, d’où 

M 4 n 2 a 3 

m Gr*T’ 1 ’ 

en appelant M la masse du soleil, ale demi grand axe de 
I ■ 22 
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ERRATA. 


Page 3 , 

Page 8, 
Page 91, 


ligne il, au lieu de exprimées, lisez exprimées ana- 
lytiquement. 

, k , k 

ligne 22, au lieu de lim —■> lisez lnn -• 

ligne 6, au lieu de pour toutes les autres valeurs, 
lisez pour toutes les valeurs. 


Page 208, ligne 1 4 , au lieu de 


dy 1 

5J’ 


lisez 


dy* 

dx. * 


Page 25 1, ligne 2, au lieu de tangente, lisez tangente MT. 

Page 3 oo, ligne 1 1, au lieu de ~ 1 ( c' - 

^ ’ b ’ 2« \ x-ha 

Usez— \ 

n \ x — a j 



1. 


2 7 


1 
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